MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih kola Republike Hrvatske

16. oZujka 1996.

1. razred

1. Dokazite da ne postoje realni brojevi a, b, ¢ koji zadovoljavaju jednakosti

a+b+c=63,

ab + bec + ca = 1996.

9. Dokazite da zbroj kvadrata pet uzastopnih cijelih brojeva ne moZze biti
kvadrat nekog cijelog broja.
3. Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba

a—5 T7+3a 2ax — 5
z+1 -2 22—x-2

nema rjedenje?

4. Kruznici polumjera r = 3 dm opisan je jednakokracan trokut kojemu je
kut pri vrhu 120°. Izratunajte povrsinu tog trokuta.



RjeSenja zadataka za prvi razred

1. Pretpostavimo da postoje takvi brojevi. Tada iz identiteta
(a+b+c)? =a?+b*+c?+2(ab+ be + ca) 5 bodova
i danih uvjeta u zadatku slijedi
a?+b+c=(a+b+c)’—2(ab+bc+ca) =632 —2-1996 =
= 3969 — 3992 = -23 < 0.
Kako smo dosli do proturje¢ja, polazna pretpostavka nije istinita, tj. takvi
brojevi ne postoje. 20 bodova

2. Promatrajmo zbroj kvadrata pet uzastopnih cijelih brojeva n—2, n—1,
n,n+1,n+2tj

(n—22+n—-1)2+n*+(n+1)%+ (n+2)*=5(n?+2). 5 bodova
Da bi ovaj broj bio potpun kvadrat, broj n? + 2 morao bi biti djeljiv s 5, a to
znadi da bi n? morao zavrSavati znamenkom 3 ili 8. 15 bodova
No, to je nemoguce jer kvadrat cijelog broja zavrsava samo jednom od zname-
1.1aka 0,1,4,5ili 9. 5 bodova

3. Mnozenjem jednadzbe sa z2 —x — 2 = (z + 1)(z — 2) dobivamo nakon
sredivanja

T = 4’2;?‘3’). 5 bodova
Zaa=-3je8—5-(—3)#0istoga za a = —3 jednadZba nema rjeSenje.

. 5 bodova
Iz istih razloga £ = —1 1 £ = 2 ne mogu biti rjeSenja. 5 bodova
Uvrstimo li x = —1, dobivamo a = 20, 5 bodova
odnosno za z = 2 dobivamo a = —1¢. 5 bodova
Dakle, za a € {—3, —12,20} jednadzba nema rjesenje.

4.

A a p B
2 boda

Uz oznake kao na slici trokut CQ.S je polovica jednakostrani¢nog trokuta stran-
ice z = |CS|. Zato je

r = §\/§ = 1z =2/3. 9 bodova
Oznacimo sa a = |AB|, v =r+z =3+ V'3, visinu trokuta ABC i 2v =
|AC| = |BC|. Trokut APC je polovica jednakostrani¢nog, pa je

§=27”\/§ = a=12+63. . 9 bodova
Sada je povriina trokuta P = 2 = (36 + 211/3) dm?. 5 bodova
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2. razred

1. Dokazite da je trokut jednakostrani¢an ako i samo ako je zbroj duljina
njegovih visina jednak deveterostrukom polumjeru njegove upisane kruznice.

2. Odredite brojeve p i ¢, ako je poznato da je razlika korijena jednadzbe
z? + pz + ¢ = 0 jednaka 5, a razlika njihovih kubova 35.

3. Neka je w = :11224@ Pokazite da je
(a+b+c)a+bw+ cw?)(a+ bw? + cw) = a® + b* + ¢ — 3abe.

4. U trokutu ABC poznate su duljine stranica b = |AC|ic = |AB| i
(ABC = 3/BCA. Na stranici AC odabrane su totke D i E takve da
je LABD = (DBE = (EBC. Izrazite pomoéu b i ¢ duljine duzina AD,
DEiEC \



Rjesenja zadataka za drugi razred

1. Iz formula

2P = ah, = bhy = ch,=2rs =r(a+ b+ c), 5 bodova
gdje je P povrSina trokuta, Sh_]edl

he + o + he —2P( + 1 + D=rla+b+o)i+1+1)=

—r(3+ + byeyc + b4 g). 10 bodova
Kako je + > 2 1td Slljedl

ha +hb+h >r(3+2+2+2)—9r, 5 bodova
s jednakos¢u ako i samo ako jea=b=rc. 5 bodova

2. Prema uvjetu zadatka je

T, —xy =5, x%—a3=235 _
odakle slijedi z?+zzo+ 2} =7. 5 bodova
Sada je

g = 2122 = (2} + 2122 + 2}) — (21 — 22)%] = §(7 — 25) = —6. 10 bodova
PP =(z+29)? = (31 — z2)? + 4z12y =25 — 24 = 1 = p = £1. 10 bodova

3. Primijetimo da je
=1 w=w, wtw = -1,
odakle je
(a+b+c)(a+bw+ cw?)(a + bw? + cw) =
= (a + b+ c)[a® + b+ ® + w(ab + bc + ca) + w?(ab+ be + ca)] =
=(a+b+c)a?+b>+c*— (ab+bc+ca)] =
= a3+ b + ¢ — 3abe. 25 bodova

4.

B a c

Oznagimo z = |AD|, y = |DE|i z = |EC/|. Primijetimo da je /BCE = (EBC
i/BEA=2/EBC = (ABE. 7 bodova
Zato su trokuti BCE i ABE jednakokracni

(|IBE| = |CE|i|AB| = |AE)). 5 bodova
Simetrala kuta ABF je BD. Stoga vrijedi

r+y+z=>b,

x+y=q

ry=c:z. 8 bodova

RJesavanJem ovog sistema dobije se

a:—b,y— b20) z=b-—c. 5 bodova
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3. razred

. Rijesite jednadzbu
2log? z = log, - logz(v2z + 1 — 1).

. Zadana je funkcija f(z) = cosz + v/3sin z.

(a) Odredite sve realne brojeve m za koje jednadzba f(z) = m ima
rjeSenje.

(b) Rijesite jednadzbu f(z) = 1.

(c) Nadite maksimum funkcije f(z) i odredite za koje vrijednosti z se
on postize.

(Uputa: Prikazite funkciju f(z) u obliku a sin(bz+c), gdjesu a, b, c € R..)

. Zadan je konveksan ¢etverokut ABCD s kutovima «, 8, v 1 6 od kojih
nijedan nije pravi. DokazZite da vrijedi ovaj identitet

tga+tgB+tgy +tgd
tg atg ftgytg d

=ctga +ctg B +ctgy + ctgd.

. Oko kruZnice polumjera r opisan je trapez kojemu su kutovi uz dulju
osnovicu a i . Dokazite da je omjer povrdina trapeza i kruga jednak

1 1
sina  sin g

2
T

).
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4. razred

1. Neka je f : N — R funkcija sa skupa pozitivnih cijelih brojeva u skup
realnih brojeva takva da vrijedi:

(a) f(1)=1,
(®) f()+2f(2)+3f@)+...+nf(n)=n(n+1)f(n)zan > 2.

Nadite f(1996).

2. Zadana su prva tri ¢lana geometrijskog niza 1, ¢, ¢*> (¢ >0, ¢ #1).

(a) Odredite sve x € R tako da kvadrati brojeva 1—z, ¢—z, ¢° —z Eine
aritmeticki niz, a zatim ispitajte predznak od z za razne vrijednosti

q.
(b) Izrazite razliku tog aritmeti¢kog niza kao funkciju od ¢. Koji uvjet
zadovoljava q ako je ovaj niz rastuéi?

3. Neka su totke A;(x;,3:), ¢ = 1,2,3,4 na hiperboli zy = 1. Dokazite
tvrdnju: ako su sve Cetiri toCke na istoj kruznici, onda je z;-xy-x3-24 = 1.

4. Nadite kut izmedu teZisnica BD i CFE strana ABC i SAC pravilnog
tetraedra SABC.



Rjesenja zadataka za Cetvrti razred

1. Uvjet (a) mozemo zapisati u obliku

n2f(n)=f(1)+2f(2)+3fB)+..+(n—1)f(n—1)zan > 2.
Nadimo prvih nekoliko Vrijednosti za f(n):

Cf@ =% f@)=% fW=3 fO)=1
Slutimo da je f(n) = L zan > 2. DokaZimo ovu slutnju metodom matematicke
indukcije. 5 bodova
Baza indukcije: Za n = 2 tvrdnja vrijedi.
Pretpostavka: Neka je za nekin > 2, f(n)= 5-.
Korak indukcije:
fln+1)= (njl)z (FW)+2f@2)+ ...+ (n = 1)f(n— 1) + nf(n)) =

= b () + nf(n) = (o 1)f(n) =

—_ _n_ 1

— a+l 2n = 2(nt1)"
Odakle slijedi da tvrdnja vrijedi i za n + 1. 15 bodova
Prema pr1nc1pu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N, tj.
7(1996) = 3357 5 bodova

2. (a) U aritmetickom nizu svaki ¢lan je aritmeticka sredina susjednih
¢lanova.

2(q—z)* = (1-x)*+(¢* —2)?,

2¢(1 + ¢ — 2g) = 1 + ¢* — 2¢%,

22(1 - q)? = (1 — ¢*)?, 5 bodova
Kako je ¢ # 1 to Je
—a q)2(1+42 = = _1ﬁL 10 bodova

g)*
Sh_]edl za svakoqERJew > 0.
byd=(g-2)?-(1-2)?=¢-1+22(1-¢)=(¢-1)(g+1-2z) =

=(q-1)(g+1-(1+q)%) =q(1-¢%. 5 bodova
Ako je aritmeticki niz rastuéi onda je d > 0, tj. ¢(1 — q?) > 0. Zbog g > 0
dobivamo 1 — ¢ > 0, odnosno g € (0,1). 5 bodova

3. Kako su tocke A;(z;,y:;) ¢ = 1,2,3,4 na hiperboli i na kruZznici,
(xi,1:), ©=1,2,3,4 su rjeSenja sustava

zy =1,

22 +y*+ Az + By+C =0. 5 bodova
Uvrstavanjem y = % u drugu jednadzbu dobijemo

a:2+517+Am+B%+C=O, odnosno

z*+ Az + Czx? + Bz +1=0. 5 bodova
RjeSenja ove jednadzbe su z1, 2, 3, T4 pa slijedi

2+ Az3 + Cx? + Bz +1 = (z — 11)(z — z9)(z — z3)(x — x4). 10 bodova
Usporedivanjem slobodnih ¢lanova na lijevoj i desnoj strani jednakosti imamo

1 = z1292324. 5 bodova



4. Prvo rjesenje:

Neka je totka F na bridu AS takva da je FD || EC. Kut z kojeg trazimo

izracunat éemo iz trokuta BDF. 5 bodova
|BD| =
|FD| = 1|EC’| o3 (FD je srednjica trokuta AEC). 5 bodova

Duljinu |F B| éemo 1zracunat1 iz pravokutnog trokuta FEB, pravi kut je kod
vrha F :

[FB| = \/|[FE]? + |EB]? = /(2)? + (22 = 242, 10 bodova
Prema kosinusovom teoremu je

__ |BD|?+|FD|*- |FB|?
cosT = 2BD]IFD)|

Sada je x = arccos g ~ 80°24'. 5 bodova

(=1

Drugo rjesenje

Izrazimo BD EC pomoéu SA, SBiS

— — — = = =

BDz%( A+ BC)=1YSA-SB+SC-SB)=

133 oD, 1A

35A—SB+35C, 5 bodova

— —

EC = %SA + SC. 5 bodova,

— — — —_— — = —
Mozemo uzeti da je |SA| = |SB| = |SC| = 1. Onda je SA- SB = SB-5C =
SA. S%-—cos%‘- L ' 5 bodova
Zato je cosz = === BDEC_ iY==
BDEC)

i x = arccosx = 80°24’. 10 bodova



