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Zadaci za zupanijsko natjecanje ucenika
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20. travnja 1996.

1. razred

1. Neka je (a,) niz pozitivnih cijelih brojeva, takav da je a1 < a3 i any2 = apy1 + an
za n > 1. Ako je a; = 120, koliko je ag?

3

2. Za koju vrijednost realnog parametra a jednadzba |3 — 2|z|| = —3a ima to¢no tri

rjeSenja?

3. U ravnini su dane dvije kruznice k; i k2 na koje su povucene dvije unutarnje za-
jednicke tangente u, u' i dvije vanjske v, v'. Dokazite da sjecista tangenata u N v,
wNv', ' No, v N leze na jednoj kruznici.

4. Dokazite da su u svakoj bazi brojevnog sustava svi brojevi oblika 10101, 101010101,
1010101010101, ... sloZeni.



RjeSenja zadataka za prvi razred

1. Prvo rjesenje: Koristenjem rekurzivne relacije dobiva se

120=a7 =ag + a5 =as+aq4 + a5 = 2a5 + a4
= 2(aq + a3) + a4 = 3a4 + 2a3 = 3((13 +‘012) + 2a3 = 5a3 + 3ay

= 5(ag + a1) + 3az = 8az + 5a;.

Buduéi da su aj i ag pozitivni cijeli brojevi to mora biti a1, as > 1. 10 bodova
Iz jednakosti 8a; + 5a; = 120 dobiva se da ay mora biti djeljiv s 5 i a; s 8. Zato a; moze
poprimati vrijednosti 5 ili 10. Za az = § je a; = 8, §to nije moguce zbog pretpostavke da je
a1 <ay . Zaay;=10je a; =8. 10 bodova
Sada je a3 = 18, a4 = 28, a5 = 46, ag = 74, ag = a7 + ag = 194. 5 bodova

Drugo rjesenje: Kao u prethodnom rjeSenju dobije se Diofantova jednadzba

5a; + 8as = 120.

5 bodova
Jedno njezino partikularno rjeSenje je ai = 8, a3 = 10. Opée rjesenje je a} = 8 — 8¢,
ay =10+ 5t, t € Z. 10 bodova
Iz a; > 0,a; > 0dobivaset <1,t> —2. Zat = ~1jea; =16 1iap = 5, §to nije mogude
zbog pretpostavke a; < as. Zat =0 je a; = 8, ay = 10. 5 bodova
Sada je ag = 18, a4 = 28, a5 = 46, ag = 74, ag = 194. 5 bodova
2. Najprije ¢emo skicirati graf funkcije f(z) = |3 - 2|z||.
(a) Zaz >0 je f(z) =13 - 2z|.
i. Zao<z< %jef(z)=3—2:c.
ii. Zaz >3 je f(z) = -3 +2z.
(b) Za z <0 je f(z) =3 + 2z|.
i. Za —% <z<0je f(zr)=3+2z.
. Zaz < -3 je f(z)=-3-2z.
15 bodova
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Sada treba naéi parametar a takav da graf funkcije f(z) sijee pravac y = —%a u tri tocke.

To je moguce samo ako je —3a =3 tj. a = —4.

3.

slika 5 bodova

20 bodova

4n+2
10 bodova

Neka je T = u' Nv'. Tada su T'S; i T'S, simetrale kuta /(u/,v'), pa je S1T L S2T. To znadi
2

l-=z

da se sve Cetiri tocke nalaze na kruZnici kojoj je S152 promjer.
4n —
1 —

4. Vrijednost opéeg broja je
1+z%+z'+...+2" 242
1-— 2n41 1 2n+1
z . -;ix =(1+z+22+...+2™A-z+22—... +2%),
15 bodova

- l1—=zx

a ovo je sloZen broj.
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2. razred

1. Ucenik je iz jednadzbe (z + 3)(2 — z) = 4 zakljutio da jeiliz +3=41ii 2 -z =4,
tj. da je x = 1ili £ = —2. Iako je zakljucivanje pogresno, rjeSenje je ispravno.
Odredite 7 (r # 0), tako da se za dane brojeve p i ¢ istim zakljucivanjem iz jednadzbe
(z + p)(g — x) = r dobije ispravno rjeSenje.

2. Neka su 21, 2 1 23 kompleksni brojevi takvi da je |21| = |22| = |z3| = 1iz3+20+23 =
0. Dokazite da izraz
‘21 + 2212 + |22 + 2312 + |Z3 + le2

poprima jednu te istu vrijednost za svaki izbor kompleksnih brojeva koji zadovol-
javaju gornje uvijete.

3. Tangente povucene iz tocke T na kruznicu diraju je u tockama A1 B. Neka je C
na kruznici, razli¢ita od B, takva da je |AB| = |AC|. Dokazite da je [TCB < 30°.

4. Medu tockama (z,y) koordinatne ravnine za koje je

log2 2(x+y) > 1

odredite onu koja ima najveéu apscisu.



Rjedenja zadataka za drugi razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Prvo rjeSenje: Promatrana kvadratna jednadzba ima oblik

- (g—plx+r—pg=0. (1) 5 bodova

Ucenikovo zakljucivanje bi dalo da jeiliz+p =rii¢—2 = r, tj. rjeSenjasux; =7 —p
iy = ¢ — r. Da bi to bila rjeSenja jednadzbe (1) mora biti z; + zo = ¢ — p, $to je istina, te
z1T2 =71 — pg, tj. '

(r—p)g—r7)=r—pg, 15 bodova

ili zapisano u ekvivalentnom obliku

rlp+¢g—-r—-1)=0.
Odavde zbog r # 0, slijedir =p+¢—1. 5 bodova
Drugo rjeSenje: Ucenikovo rjesenje daje x + p = r ili ¢ — 2 = 1, odnosno, ¢ —z = 1 ili
z+p=1. U prvom slu¢aju dobivase t =r—pix =¢—1tj. r = p+¢— 1. Isti zakljucak slijedi
iizg—a=riz+p=1.
. 25 bodova
2. Prvo rjeSenje: Koristit éemo ova dva svojstva kompleksnih brojeva: |z]> = z-Z i
z+tw=2zZ+wzaz we C.
Sada imamo

' Izl + Z2|2 + IZQ + Z3|2 + IZ3 + z1|2
= (21 + 22)(21 + 22) + (22 + 23)(22 + 23) + (23 + 21)(23 + 1)
= (21 + Zg)(fl +22) + (22 + Z3)(72 + 33) + (Z3 -+ 21)(_2_3 + 71).

. 10 bodova
Nakon mnoZenja i grupiranja dobivamo da je polazni identitet jednak

2171+ 2270 + 2323+ (21 + 22+ 23)(Z1 + Z2 + Z3) = |21|2 + |22|2 + |Z3|2 = 3.

. 15 bodova
Drugo rjeSenje: Stavimo 2, = zx+iyx, k = 1,2,3. Prema uvjetu zadatka je z;+x+235 =
Oiy1+y2+ys =0. 5 bodova

Sada je

‘zl + 22|2 + [22 + 23[2 + |Z3 -+ 271|2

= (214 22)" + (y1 + y2)2 + (22 + 23) + (2 + y3)? + (23 + 21)2 + (y3 + 1)

. 5 bodova
Nakon kvadriranja i sredivanja dobivamo da je polazni izraz jednak

2y vl yi a4yl 4 (mrza+23) 4+ oy +ys)? =3
15 bodova



A a+b T

2/

C\‘a D a’//B b E

Neka je D noziste visine trokuta ABC spustene iz vrha A. Buduéi da je pravac AT tangenta
na kruznicu, mora biti AD 1 AT. Neka je totka E takva da je ADET pravokutnik. Nadalje,
oznafimo a = |[BD| i b= |BE|. Tada je |CD|=ai1|BT|=a+b. 5 bodova
Tvrdnja zadatka ekvivalentna je ovoj

3
|ICE| > \'/7§|CT[ tj. |CE* > Z|CT|2. (1) 5 bodova

Primjenom Pitagorinog poucka na trokute CTE i BTE dobivamo

|CT|? = |CE)? + |ET)? = |CE|* + (|BT|* - |BE|*)

= (2a + b)® + (a + b)? — b* = 50 + 6ab + b°. 10 bodova

Nejednakost (1) je sada ekvivalentna nejednakosti

3
(2a + b)% > Z(5a2 + 6ab + b?),
tj.
a® 4+ b2 >2ab, (a—b)?2>0
§to je uvijek ispunjeno. Time je dokazana tvrdnja zadatka. 5 bodova

4. Uredeni par (z,y) zadovoljava polaznu nejednadzbu ako i samo ako zadovoljava jedan od
sljede¢ih sistema nejednadzbi:

24+ >1, z+y>z?+4+y? (1) 5 bodova

0<z?4+92<1, O<z+y<a?ty? 5 bodova
Nadimo najprije totku (z,y) s najveom apscisom koja zadovoljava sistem (1). Promatrajmo
drugu nejednadzbu sistema (1) kao nejednadzbu po varijabli y

¥ —y+ (2 —2) <0,

Ona ima rjeSenje ako i samo ako je D = 1—4(2%—2) > 0, tj. ako i samo ako je 4z2—4x—1 < 0.
Rjesenje ove nejednadzbe je z € [132@, 112@] Dakle, najveéa vrijednost apscise je z = lﬁzé
Ako nju uvrstimo u drugu nejednadzbu sistema (1), dobijemo 4y% — 4y +1 <0, tj. (2y —1)? <
0, §to zadovoljava samo y = % Dakle, tocka (1—+23Q,%) je toctka s najvetom apscisom koja
zadovoljava drugu nejednadzbu sistema (1). Ova totka ujedno zadovoljava i1 prvu nejednadzbu
sistema (1). 10 bodova

Promatrajmo sada sistem (2). Za sve tocke (z,y) koje zadovoljavaju sistem (2) je z < 1,
pa zato medu rje§enjima ovog sistema nejednadzbi nema nijedno rjesenje Cija apscisa je veéa od
1%@ _ 5 bodova

Zato je trazena tocka (1%@, 3.
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3. razred

1. Za k € N oznagimo sa f(k) prirodan broj najblizi broju vk. Neka je dan m € N.
Koliko ima prirodnih brojeva n za koje je f(n) = m?

2. Na stranici BC trokuta ABC leze redom totke N, L i M, pri éemu je AN visina, AL
simetrala kuta /CAB 1 AM tezisnica. Akoje /NAB = /LAN = (MAL = (CAM,
odredite kutove trokuta.

3. Duljine stranica trokuta su a = t2+t+1,b=1t*+2tic= 2t +1, gdje je t pozitivan
realan broj.

(a) Poredajte te duljine po veliini.
(b) Dokazite da je a = 60°.
(c) Izratunajte polumjere R i r opisane i upisane kruZnice tog trokuta i nadite
najmanji mogudi omjer g.
(d) Nadite vrijednosti t za koje je trokut pravokutan.
4. Kut izmedu visine pravilne ¢etverostrane piramide i pobocke je § = 30°. Promatrajte

ravninu koja sadrzi jedan brid osnovice i okomita je na nasuprotnu pobocku. Nadite
omjer volumena dijelova na koje ta ravnina dijeli piramidu.



Rjesenja zadataka za tre¢i razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Primijetimo da je f(n) = m za prirodne brojeve izmedu (m — 1)% i (m + 3)*.

Takvih brojeva ima [(m + %)4] - [(m — %)4] gdje smo s [z] ozna&ili najveéi cijeli broj koji nije veci od z.

1
[tm+ )= [mf 4 2m® + §m2+ §m+ 11—6]

3 1 1 3 1
it omd g OPEUM Ly s e Bt Dm
2 16 2
(jer je (3m + 1)m paran broj).
Slicno je [(m — 1)4] = m# — 2m3 + Emlm
pa je rjeSenje
Lis Lis 3
[(m + 5) ]—[(m—E) ] =4m® + m. 5 bodova
2.
A
By
B N L M C
Primjenom sinusovog poucka na AALM dobije se
AM] AL 5 bodova

sin/ALM ~ sin/LMA’

Lako se vidi da je ZALM =90° + %, /LMA =90° - § i |AL| = [AB| = c. Odavde dobivamo
c-cos &
|AM| = ——%. 5 bodova

o
COs 2

Totka M je poloviste stranice BC, pa je P(ABC) = 2P(AMC),

odnosno
1 , A
—2—bc-51na=}AM]~b-st. 3 boda
1z ovih jednakosti dobivamo
2sin § cos £ sin £
sina:—-‘*—a—i, tj. 2singc052: 2
cos & 2 2 cosg
2 & 1 . o
cos®* — ==, tj. a=290". 5 bodova
2 2
Odavde, napokon, slijedi
B =90° — % =67°30", ~=90° — § = 22°30". 2 boda

3. (a) Primijetimo da je
a=(t+1)2-t b=(t+1)2-1, c=(t+1)2 -1t

pa je
b<a<czat<l, c<a<bzat>1l, a=b=czat=1
(b)
B24c—a2 (24224 (2+1)2 -2+t +1)2
cos o = =
2bc 2(t2 + 2t)(2t + 1)
§to nakon sredivanja daje cosa = %, odnosno a = 60°.
2
(©) R=pog = £33,
r= besina (t2.+2t)(2‘+1))2£i — _\@t
- 2s - 2(2t24+5t+2) -2z

8 bodova
5 bodova

7 bodova

5 bodova

2 boda

3 boda
2 boda

2 boda



|m t:
[A\VAI

R_2. 2441 - 244 141).
Zbog t+ 1 >2 Je 2. 4 boda
Mmlmalm omjer T = 2 postize se zat = 1, odnosno a = b=c¢ = 3. 2 boda

(d) Kako je @ = 60° i trokut je pravokutan, njegovi kutovi su 30°, 60° i 90°, a duljine odgovarajuéih stranica su u
omjeru 1 : V3.2
Zat<1je2b=¢c odnosno 2t +4t =2t +1tj. t= —— + £ (drugo rjesenje otpada jer mora biti t € R+
Zat<1jeb=2c, pajet?+2t=4t+2,tj. t—1+\/— 10 bodova

4. Neka je ABC'D baza piramide, V njezin vrh, O srediste baze, M poloviste brida AB, L poloviste od CD, K noziste
okomice iz M na VL (tj. na plohu CDV) i neka ravnina presjeka prolazi kroz tocke E i F na bridovima CV i DV, kako
slijedi.

Promatrajmo najprije presjek piramide ravninom kroz V, L i M.
Iz ZLVO = 6 = 30° slijedi ZMLV = Z/LVM = 60°, pa je trokut LV M jednakostranitan. Zato je

3
VLl =a, |VK|=|KL|= g i |MK|=|vVO|= “—Z‘C 5 bodova
Sada iz trokuta CDV, zbog |[VK| = %|VL|, zakljucujemo
1
|EF|= =|CD| = =. 5 bodova
2 2
Sada moZemo izrac¢unati povrsinu trapeza ABEF:
AB|+|EF 3023
PABEF:——| l;‘ I~|MK|: as\/_. 5 bodova
Volumen piramide ABCDV je
1 a3
Vasepv = g Pasep - Vol = ——. 3 boda
Volumen piramide ABEFYV je
1 33
Vapprv = PABEF VK| = 76 3 boda
Stoga je volumen tijela ABCDEF
5
VaBcpeF = VaBoDV — VABEFV = @as\/g 2 boda
TraZeni omjer iznosi
Vappry _ 3 2 boda

VapcDer 5
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4. razred

1. Totka T se giba po koordinatnoj ravnini tako da je produkt njezinih udaljenosti
od pravaca 4z — 3y + 11 = 01 4z + 3y + 5 = 0 jednak 12‘2—4. Nadite jednadzbu
geometrijskog mjesta tocaka T i skicirajte taj skup u koordinatnoj ravnini.

—_— — —
2. Neka je ABCDE konveksan peterokut. Translacijama za vektore AB, AC, AD,

—
AFE dobivamo ¢etiri nova peterokuta. DokaZite da medu tih pet peterokuta postoje
dva koja imaju barem jednu zajedni¢ku unutarnju tocku.

3. U trokutu A; A, As ozna¢imo a; = |AyAsz|, ay = |A14s], a3 = |A1A4z|. Duljine visina
tog trokuta iz vrhova A;, As, A; oznatimo redom sa vi, vz, V3. Promatrajmo sve
brojeve oblika a;v; +asv; + azvx gdje je (4,7, k) bilo koja permutacija skupa {1,2,3}.
Nadite najmanji od tih brojeva i izrazite ga pomoc¢u povrsine P trokuta A1AzAs.

4. Neka je a € R\{0} i n € N. Odredite sumu

> ata’.

0<i<j<n



Rjesenja zadataka za Cetvrti razred:
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Neka je P{z,y) neka od tih totaka. Tada je

4z -3y +11 4z+3y+5 144
+5 +5 T2

. 4r—3y+11  4z+3y+5 _ 144 :
(a) Ako je 5 : 5 = 5¢, onda je

1622 — 9y® + 64z + 18y — 89 = 0. tj. 5 bodova
(z+2)? (y~1)°
- =1 d
5 6 5 bodova
(b) Ako je 41_35’”11 . 4I+§y+5 = —12454 onda je
1622 — 9y® + 64z + 18y + 199 = 0. tj. 5 bodova
-1 2 2 2
(v ) - (z+2) = 1. 5 bodova

16 9
Jednadzbama pod (a) i (b) dane su jednadzbe trazenog geometrijskog mjesta totaka. Srediste tih hiper-
bola je totka O'(-2,1).

y

{-5.1) i /-2,1) ] 1,1)

. 5 bodova
(Napomena: Ako uéenik nacrta samo jednu hiperbolu, skicu bodovati s 2 boda.)

2. Prvo rjesenje: Pokazat éemo da svih pet peterokuta lezi u peterokutu koji se dobiva iz polaznog
homotetijom iz to¢ke A s koeficijentom 2. 5 bodova




Neka je totka X u unutradnjosti polaznog peterckuta i X’ u unutradnjosti peterokuta koji se dobiva
J J

iz polaznog translacijom za vektor AB takav da je X-_X5 = AB. Tada je ABX'X paralelogram pa su
tocke A, X' i B, X centralno simetri¢ne s obzirom na sjeciste S njegovih dijagonala. Totka X' se nalazi
unutar peterokuta koji se dobiva iz polaznog homotetijom iz A s koeficijentom 2.

Povrsina velikog peterokuta je Eetiri puta ve¢a od povrsine svakog od manjih, kojih ima pet. Po
Dirichletovom principu postoji barem jedna totka koja je u unutrasnjosti barem dva manja peterokuta.
20 bodova

Drugo rjesenje:
Neka su a, 8, 7, 6, € unutarnji kutevi peterokuta P uz vrhove A, B, C, D, E, kako slijedi.
(a) Ako je a+f > 7, onda je t__, P i P imaju zajednitku unutarnju tocku. Isto tako, ako je a+e > =,

onda tZEP i P maju zajednicku unutarnju totku. 8 bodova

(a) (b) (c)
(b) Pretpostavimo da je nadaljea+ 8 <nmria+e< .
Neka je ABKE paralelogram. Ako je totka D izvan tog paralelograma (tj. ako je iznad stranice EK
paralelograma) onda t_,D i P imaju zajedni¢ku unutarnju tocku. 8 bodova

(c) Pretpostavimo sada da su vrhovi C i D unutar ili na rubu paralelograma. U ovom sluéaju presjek
translatiranih trokuta tA_C"(AABE) i

tXD,(AABE) sadrzi unutarnju tocku. 9 bodova

3. Ako je (3,7,k) = (1,2,3) onda je

aiv + agup + azvs = 6P. 5 bodova

U opéem sluéaju je

' a a a ay az a
a1v; + azv; +azve = 2P(2 + 2 4 By >0op .30/ . 2. 2 = 6P,
a; a; Ak Vi aj Ak

Najmanja vrijednost koja se postize je, dakle, 6 P. 20 bodova
4. Ako od (1 +a+a?+..+a")? oduzmemo “dijagonalne brojeve” tj. sumu 1+ a? +a* + ... +a®",
dobit ¢emo dvostruku sumu. 10 bodova
Dakle, trazena suma je jednaka i
1
5[(1 +a+a’+..+a")? —(1+a®+a*+...+a°")
_ 1[ a"tl -1 2 a?('n+1) - 1] _ a(an _ 1)(an+l _ 1)
T2t a-1 a2-1 )7 (a-1)*(a+1)

15 bodova



