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MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske

12. travnja 1997.

I. razred

. Nacrtaj skup tocaka (z,y) u koordinatnoj ravnini koje zadovoljavaju
jednakost

lyl =z + V22 ~ 62 + 9.

Neka je {p,7,s,t} = {4.8.12,16}. Promatrajuéi sve moguce izbore
brojeva p, r, s, t, nadite sva rjeenja (z.y, z) sustava jednadzbi:

r+y+z = p
T+y—z =7
I—y+z = §
r—y—z = {1

U siljastokutnom trokutu ABC ortocentar raspolavlja visinu povucenu
iz vrha A, dok visinu povuéenu iz vrha B dijeli u omjeru 2 : 1. tako da
Je ortocentar bliZi nozistu visine nego vrhu. U kojem omjeru ortocentar
dijeli visinu iz vrha C?

Neka su a, b1 c duljine stranica trokuta. Dokazi da tada vrijedi nejed-
nakost:
2 2 2 22 2
+ + >S4+ 242
b+c—a c¢c+a-b a+b-c a b ¢




3]

Rjesenja zadataka za prvi razred.

Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Bududi da je Va2 —6r+9 = \/(r —3)2 = |jr — 3. jednadzba se moze
zapisatl 1 kio
lyl = r +|r =3 5 bodova

Brojevi u svakoj od apsolutnih vrijednosti mogu biti pozitivan ili negativoi, pa
promatramo éetirt sluéaja:

e 3y > 0.0 >3 - graf funkeije y = 20 - 3.

e y>0.r <3 — graf funkcije y = 3.

o y < 0.7 >3 — graf funkcije y = =21 + 3.

o y < 0.1 <3 — graf funkcije y = -3. 15 bodova

'\'

Slika - graf 5 bodova
Napomena. Moze se i prvo uociti da je skup tocaka koji treba nacrtati simetrican
1 odnosu na r-0s. pa tek onda razbiti problem na slucajeve v > 3.0 < 3.
2. Zbrajanjem svih ¢etiriju jednadzbl dobivamo r = (p+r +s+1t)/4d = (4 +
8+12+06)/4=10. 5 bodova
Nakon uvritavanja broja r. sustav jednadzbi glasi:

y+zx = p-—10
y—: = 1 -10
-y+: = s-10
-y—=:> = t-10

3 bodova
Usporedivanjem prve i zadnje jednadzbe. te druge i trece vidimo da
mora biti p—10= —(t —=10). te r — 10 = —(s — 10).
Dakle. p+t =r + s =20. 5 bodova
Dozvoljeni izbori za p.r. s. f su prikazani prvim dijetom tablice. Iz sustava jednadzbi
sada mozemo izbaciti npr. zadnje dvije jednadzbe. te rijediti preostali 2 x 2 sustav.



RjeSenjasu y = (p+r—20)/2, : = (p—r)/2, pa uvrdtavanjem dopustivih vrijednosti
za p 1 r dobivamo sva rjeSenja:
p|l r| s t T y z
4| 8|12 |16}j10| -4 -2
4112} 8|16} 10} -2 | -4
81 4116|1210 | -4 2
81161 4112 10 2| -4
12 4116 8| 10| -2 4
12116 4| 8|10} 4} -2
16| 8112} 41|10 2 4
16 |12 8| 4|10 4 2

10 bodova

Napomena. Bitno je u rjesenju vidjeti trenutak u kojem jednadzba ili jednadzbe
(ovisno o tome je li £ veé izraCunat ili ne) postaju suvisne. Na samom pocetku ne
moze se jednostavno prekriziti jedna jednadzba!

Ako se na pocetku prekrizi jedna jednadiba, dobivaju se 24 rjedenja. koja na
kraju treba uvrstiti u odbacenu jednadzbu i provjeriti koja su od njih zaista rjeSenja
polaznog sustava. Ucenicima koji to ne ucine, preporutamo za ovaj zadatak dati
najvise 20 bodova.

Slicno se dogada ako npr. prvo izratunamo z. zatim iz prve dvije jednadibe
z, te iz bilo koje na kraju y. Time ponovno nisu iskoriitene sve jednadibe, pa
se dobivaju 24 rjeSenja za koja tek treba provjeriti zadovoljavaju li sve jednadzbe
(toénije. samo jednu, neiskoristenu). Predlazemo ponovno najvise 20 bodova.

U svakom slucaju bodovati i korektno rjesavanje sustava jednadzbi!

3. Oznaéimo s H ortocentar trokuta. s a. b. ¢ duljine stranica trokuta. s hg, hy.
h. duljine visina povucene iz vrhova 4. B. C redom. te s P. P;, P, 1 P; povriine
trokuta ABC. BCH, CAH i ABH. tim redom.

Tada imamo

a b c
P:é_.hc=§.hb:'§hc

hq P b h P

pp=2la_L p 0 0 _ O

22 2 2 3 3

pa je

P P P
PR=P-P-P=P-—=-—==—.

2 3 0



10 hodova
Oznacimo s I noziste visine b, kao Sto je 1 naznadéeno na shen

Tada je

o N
Py=5-|HE]L (n
S druge strane je
r 1 -
Py=—=---"h,. 2
U6 6 2 )
Izjednacimo I desne strane u (1) 1 (2), dobivamo

1
|HE] = <h..
G

10 bodova

Konaéno. imamo

\CH| |HF =5 1.

5 bodova

4. Grupiramo €lanove na lijevoj strant na ovaj nacin

11 | 11 _ L
b+c—a c+a-b) \Ne4+a-b a+b-r T\dtb—c b4c—-a)’

5 bodova

Promatrajmo prvi pribrojuik:

1 1 2¢

+ ~ 5
b+c—a c+a—-b 2 —{a-0)?

Buduéi da je 0 < ¢ = {a = b)? < ¢ (prva nejednakost zhog prerpostavki a < b+ c.

b < a=c). dobivamo

1 L 1 g
b+c—a c+a—=10 ¢
15 bodova
Sli¢no se izvode 1 nejednakosti
1 ‘ 1 2 1 1 2
c+a—b—ra+b—c>a’ n+b—c+b+c—a>5'

¢ijim se zbrajanjem dobiva tvrdnja zadatka. 3 bodova
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. razred

. Rjesenja kvadratne jednadzbe z2 + px + ¢ = 0, edje je p + ¢ = 1996,
su cijeli brojevi. Nadite ta rjesenja.

. Konveksni ¢etverokuti ABCD 1 AECF upisani su u istu kruznicu.
[zrazite omjer njihovih povrdina pomocéu duljina njihovih stranica.

3. Odredite log, b. log,, b. log 2 b i log e b. ako je
log, b —log, b =l0g. 2 b —log,,zb.

. Unutar danog trokuta, ¢ije opisana i upisana kruznica imaju sredista
O 11 i polumjere R 1, nacrtane su Cetiri jednake kruznice polumjera
x. Tr1 od njih diraju po dvije stranice trokuta te izvana diraju cetvrtu
kruznicu ¢ije je srediste u tocki S. Dokazite da toc¢ka S lezi na pravcu
odredenom totkama O i I. Nadite polumjer z.



Rjesenja zadataka za drugi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Prema Vieteovim formulama za rjeSenja z; i T, vrijedi:

1996 =p+q¢g=~(z)+ 1)+ 1120 =(x; — 1)(z2 - 1) - 1.

Odavde se dobije (z; — 1)(z2 — 1) = 1997. 10 bodova
Kako je 1997 prost broj, mogucée je (uzmimo da je |z,| < |1q}):

1 —1=1. 29 —1=1997 ili

r —1=-1. o — 1= -1997. 10 bodova
Stoga su jedina rjedenja parovi (2,1998) i (0, —1996). 5 bodova

2. Ako je R polumjer kruznice, tada vrijedi:

P(ABC) = |AB| - |AC] - 'BC', P(ACD) =

|AC|-|AD|-|CD|
4R '

4R

10 bodova
Zbrajanjem dobivamo
|AC|
P(ABCD) = H(|AB| |BC| +14AD]| - {DC|).
Sliéno je
{AC|
P(AECF) = E(HH AEC| + |AF| - |FC}). 10 bodova
pa dijeljenjem slijedi
P(ABCD) |AB| - |BC|+|4AD|-|DC]| -
= 3 bhodova

P(AECF) _ |AEl |EC| + |AF|-|FC}

Napomena. Postoji 1 rjeSenje pomodéu trigonometrije.



3. Za b = 1 svi su logaritmi jednaki 0. 5 bodova
Zah > 0.h # 1 dani uvjet mozemo pisati u obliku

1 1 1 1
- 10 bhodova

log, a - log,a +1 l_();;,,a +2 logya+3

Neka je log, a = r. Tada imamo jednadzbu:

1 1 1 1
£+l r+2 r+3
Crje je rjesenje ro= -3 5 bodova
. D - . . 2 -
Zato je log, b = — % lognh= =2 log,2b=21log,:b =3 5 bodova

4. Sredista A'. B', C' prvih triju kruznica leze na simetralama
AT BI. CI kutova A. B. C. pa je tocka [ srediste homotetije koja
preslikava trokut ABC u trokut A'B'C".

A

I C
5 bodova
[z |SA') = |SB'| =|SC'| = 2x slijedi da kruznica opisana trokutu
A'B'C’ ima srediste S i polumjer 2r. 5 bodova
Zato spomemita homotetija preslikava tocku O u tocku S pa su
tocke S. O i [ kolincarne. 5 bodova
Trokut 4'B’C’ ima polumjer upisane kruznice r — x. pa iz homotetije
slijedi
Rr
re(r-x)=R:2z tj. r= TS 10 bodova
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III. razred

. Neka je a neki realni broj. Rijest sustav jeduadzbi

(xy +x0+xy) 14 = a
(v + 20+ 24) 23 a
(ri+r3+x4)-220 = «a
(1o +23+24) 21 = a.

2. Utrokutu ABC povucene susimetrale kutova 4D 1 BE (D1 E sutocke
na stranicama BC 1 AC). Nadite kut 4 = 4 BC A ako je |AD|-|BC| =
|IBE|-|AC| 1 |AC] #|BCY.

3. Ravnina sijece bocue bridove SA. SB. SC 1 5D pravilne ¢erverostrane
piramide u tockama M. N, P i Q. tim redom. DokaZite da je
1 1 1 1
+

5N ISP 15N IS0

. U tetraedru SABC poznati su kutovi izmedu poboénih bridova:
4 BSC = a. 9 CSA = 31 4 ASB = ~. Odredite kutove izmedu
pobocaka.



Rjesenja zadataka za 3} . razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Oznaéimo li s := 1y + 79 + 23 + x4, dobivamo sustav jednadzbi

(s—x4)- 74 = a
(s—x3)-23 = a
(s —x2) 72 = a
(s—x) 14 a

Dakle svi z, zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu

2 —sr,+a=0.

Slijedi da u uredenoj etvorci (zy,z2,23,z4) mogu biti najvise dvije razlicite vri-
jednosti.

5 bodova

o Akosu svi z; medusobno jednaki (i npr. jednaki z), onda je 3z-z = a, te sudva
rjesenja (v/a/3,v/a/3,\/a/3,\/a[3) i (-\/a/3.=/a]3, —\/a]3,~+/a]3).
Za negativni a ovaj slucaj ne daje niti jedno rjesenje, za nulu jedno, za pozi-
tivni dva.

5 bodova

e Ako su tri 7; medusobno jednaka (i jednaka npr. z1), a Cetvrti razlicit (z),
onda imamo z? — (3z; + z2)x; +a = 0, za i = 1.2. Rjesavanjem ovog sustava
{oduzimanje jedne od druge jednadzbe i faktoriziranje) dobivamo ili z; =
(rjeSenje pripada prvom slucaju) ili z; = 0. 22 = ¢ # 0 (proizvoljan).

Za a # 0 ovaj slu¢aj ne daje niti jedno novo rjesenje. a za a = 0 daje Cetiri:
(0.0,0,¢),(0,0,¢,0),(0,¢,0,0).(c.0.0.0).
5 bodova

e Ako su dva po dva rjedenja jednaka. dobivamo kvadratnu jednadzbu z? —
2(ry + z2)1, + a = 0. RjeSavanjem slijedi r; = —z5 # 0.

5 bodova

Za a = 0 ovaj slu¢aj ponovno ne daje nista novog. za pozitivne brojeve a

ne daje niti jedno rjeSenje, a za negativne a daje 6 razlicitih rjeSenja tipa

(=v—a.—v—-a./—a./—a) (minus predznaci na raznim mjestima).

5 bodova
2. Kako je |AC| # |BC|. to je a # 3.
it : ~1. .. 3Ct _ sinqCEB
Primjenom sinusovog pouc¢ka na ABCE dobivamo FE T e
= %E%ﬁ—) Analogno se iz trokuta ADC dobiva % = ﬁl—ﬂ 10 bodova

Zato je



|BC| 1AD| _ sin(4 +7)
IBE] |AC| ~ sin(% +7)

Kako je lijeva strana jednaka 1. dobiva se

o3 e
sin( 5+ v) = sin{ = + 7).

10 bodova

y}oo_a 5. a+3 0 2 T s 7
§+7—/"§—1C>A.v+ 5 =T 4= T+ 5 —/IJ,/——B—.
5 bodova
3. Ne smanjujuéi opéenitost mozemo staviti [SA| = |[SB] = |SC| =
ISD} = 1. Nadalje. neka je |SM| =a |SN|{=b. [SP|=ci|5Q| =4

Vektori N, NP i \—Q' su komplanarni i NV LYTF pa zato postoje
jedinstveni brojevi r 1 y. takvi da je \_é =NM + y\_}3 5 bodova
Prikazimo obje strane ove jednakosti pomoéu linearno nezavisnih
vektora S4. SB i SC. N\ = S\ - SN = aSA-bSB. NP = SP - 5\ =
cSC - bSB: ] 5 bodova
NQO=S5S0-SN=dSD ~bSB =d(SA+ AD) - bSB
=d(S4A-SB+5C)~bSB=dS4 - (d+b)SB +dSC.

Sada dobivamo.

bodova

Ut

dSA - (d+b)SB+dSC =axrS4 - b{r+ y)E_B‘ + cy§Z‘. 3 bodova



Odavde, zbog linearne nezavisnosti vektora S4.5Bi SC. slijedi
d=ar, d+b=b(z+y) i d=cy paje I+y=§+‘;’= dibﬁ tj.
§+%=%+§. 5 bodova
4. Neka su trazeni kutovi 1, 9, ¢3. Odredimo npr. 3, (vidi sliku). Na bridu
SC uzmimo bilo koju tocku F. takvu da ravnina. DEF okomita na SF, sijece
bridove SA 1 SB u totkama D i E. Sada je trazeni kut o3 = 4 EFD. 3 bodova
C

Slika 2 boda
Pomoc¢u kosinusovog pouéka izrazimo |ED|? iz AEFD, kao i iz AESD, te iz-
jednacimo dobivene izraze:

|FE|*> + |FDJ|? = 2|FE|-|FD|cosyps = |SE|? +1SD|* —2|SE|-|SD|cosy =

2|FE|-|FD|cos3 = 2|SE|-|SD|cos+v — (|SE\" — |FE|?) = (ISD|* = |FD|?)
=2|SE|-|SD|cosy -2 SF|2.

7 bodova
Uvrstimo u tu jednakost: |FE| = |SFltga. |FD} = (SFltg3.
__iSF _ ISFI . s 2 .
|SE| = JC?QL [SD| = &5 i podijelimo sa |[SF|°. Dobivamo
teate] cos ~ . cos~ — cosa cos J
atgdcos o3 = —————— — = (083 = - - :
gats ™3~ cosacos 3 sinasin 3
7 bodova
I analogno.
cosd —cos~ycosa | cosa — ¢os 3 cos
COS g = : : 1 cosyy = - -
sin ~ sin a sin Jsin v

4 boda
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IV. razred

Neka su m i n prirodni brojevi i n > 2. Dokazite da 2™ + 1 nije djeljiv
s 27 — 1.

2. Dokazite da za svaku tocku z kompleksne ravnine. za koju je |z—1| = 1,
tocka % leZi na jednom te istom pravcu. Na kojem?

3. Nadite najmanji prirodan broj koji ima toéno 30 djelitelja.

4. Neka je

Dokazite da vrijedi

ci +2(cp — ¢y)



Rjesenya zadataka za L' razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Akoje m < n.onda 2™ + 1 nije djeljiv s 2" = L jerzam < nin > 2je
M 4]~ 9" — 1 Naime.

2 L (2l =2mR2 T ~ D) =2 > 0. 0simzam = 11 n =2, ali prema

uvjetima mora biti n > 2. 10 bodova
Akojewm 2 nvrigedim =an +b.ae N obe {001, .. n — 1} Nadalje,
L amooh b pan-h _ah o ob
LR TR R R R s WA PR
__ oh 20 -] + ‘2}7 -1 _ 21)(.)((1—1)71 + ala=2)n + + 1)+ 2” +1
L B ) Ut Ty
Ovo ne moze biti prirodan broj jer, prema prvom dijelu, zbog b < n, 2° + 1 nije
djeljivo s 2" — 1. 15 bodova
2. Akojelz~ 1] =1, ondaje : ~1 = cosyo + ising, ¢ € [0,27), odnosno
= l4+cosgs +ising, 2 €(0.27). 10 bodova

Odavde sljedi:

1 1 1 +cosyg —i1sinyg 1 +cosys —1sing
= . . \ -l ’ R = B )
: l+coss+1sing 1 +cosye —18in g2 (14 cos2)? +sin”
1 +cosy —esing 1+ cosys—ising 1 STl 42
= = = - -1 ——————
. LD B v ' N o)
1 +2cos; +cos? o +sin” 2 2(1 + cos ;) 2 2(1 + cos )

10 bodova

kompleksne ravnine. uz uvjet {z — 1} = 1, leze na pravcu Rz = 1;

5 bodova

Napomena. Noze se raditi i direktno. bez prelaska na trigonometrijski oblik
kompleksnog broja.

Stoga sve tocke *

3. Neka je n = py'p3? ... pgt jedinstveni rastav broja n na proste faktore (p, su
medusobno razliciti prosti faktori. a, > 0). Tada je broj djelitelja broja n jednak
(a; + L)lar +1). .10 — 1).
U nagem slucaju je 30 = (a, + 1){as + 1)...(aix + 1) za neke k € N. a, € N.

r=1.2..... k 10 bodova
INako je 30 = 2 - 3 - 5. moguca rjeSenja su

el

‘ a, +1 | Q,
31235 1.2. 4
21215 1. 14
213 10 2.9
2156 1.3
1130 29

5 bodova



Trazimo brojeve p, tako da n bude minimalan. Primijetimo da je bolje

stavljati manje potencije uz veée proste faktore. 5 bodova
Konaéno, najmanji od produkata 3 - 32 2% = 720, 31 . 214 = 49 152,
32.2% = 4608, 3% 2° = 2592, 2% = 536870912 je 720 5 bodova

4. Prvo rjesenje. Dokaz matematickom indukeijom.
n=1 = C"]2 =1;
9

n=2 = g+ -n)i=Lr2.1l=2 5 bodova

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Dokazimo da ona vrijedia za n + 1
{ = 2 3 .32 YOS . 2 3, e
A=c g+ 2 —a) + o+ 2o —en) + 200 — )
1 . 1
—_— {; - ‘7
2n +1 2n +1

i

Y2+ 2(cn +

—c)i 4+ 2+
2n +1 2n + 1

{ca +

1

It

po pretp. = n+2[c,+2(c—c))+. . 4+2(ch—cny )]

+[1+2(n=1)+2}

2n +1 (2n + 1)2
5 bodova
Sada ra¢unamo:
1 1 1 1
2(Cn—C1)+...+2(Cn“Cn_l)ZQ -+ -+ -+ P
3 5 [ 2n—1
11 ‘ 1
T ¢t T -
3 f n—-1
1+ N 1
T 2n -1
‘ 1
o -1
s l+2+3+ n—1 _‘2‘4+G+ 2n -2
R n—1] 3 5 7 7 2n-1

1 1+1+1+ ! 1—( 1)
=n-1—-(=-+-+=+. =n—-1—(cn—1)=n-cn,
3 5 7 2n-1
10 bodova

pa je

4 +2(c, + ) +(2 1) ! +1

A=n+2c,+n—c¢,)- n S = .

2n +1 T (2n +1)°

Dakle. tvrdnja vrijedi i za n + 1. te stoga i za svaki prirodan broj n. 3 bodova



Drugo rjesenje.

rie oo
3t

I
—
/?
+
WIS
+
[SIRN
+

[SIR

+

+

1 2
2n -1

2n—1_
n—-1_

25 bodova



