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1. razred

1. KruZnice ky i ks polumjera 7; = 6 i 7o = 3 dodiruju se izvana. Obje kruznice
dodiruju iznutra kruznicu k polumjera r = 9. Zajednitka vanjska tangenta
kruZnica kj i ks sijece kruznicu &k u totkama P i Q. Izracunajte duljinu tetive
PQ.

2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazite da
vrijedi nejednakost

a3 N b3 N 3

a?+b B+ 4l

>1
-2

3. Dokazite da je za svaki a € (1,2) povrsina lika kojeg omeduju grafovi funkcija
y=1-l-1 i y=|x—ad
1
ja od =.
manja od 3

4. Dana je trojka (a1, a2,a3) = (3,4,12). Provodimo sljede¢i postupak: biramo
dva broja a; i aj, (i # j), te ih zamijenimo sa 0.6a; —0.8a; i 0.8a;+0.6a;. Moze
li se visekratnom primjenom gore opisanog postupka dobiti trojka (2,8,10)7



Rjesenja za I. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka su O, O;, O, sredista kruznica k, k1, k2, s polumjerima r =9, r; = 6,
ry = 3, a T, Ty, Ty noziSta okomica iz toaka O, O; i Oz na tangentu PQ. Neka
su N i N; redom totke u kojima paralela s tangentom kroz O, sijete duzine OT i
51—7_-’1_. Pritom je |01N1| =3, |0102| =9, |002| = 6.

Iz AO1O2 Ny ~ AOO9N slijedi

ON| _ 100,]
|O1N1]  |010,|’
pa je | |
00,
ON| =|01N1] - = 2.
I l | 1 1| |0102|

Stoga je |OT| = |ON| + |NT| = 5, pa duljinu |PQ| mozemo odrediti pomocu
Pitagorinog poucka za trokut POT":

|PQ| = 2|PT| = 2,/|OP|? — |OT|? = 2v/9? — 52 = 4V/14.

ad b3 3

+ +
a2+b b+ c? 2+l

_ ab? +(p- bc? 4 e— ca?
-\ a? + b? b2 + 2 c? +a?

b 2ab + c 2be te a 2ca
2 a?4b? 2 b2 4 c? 2 c2+4a?

= q-—

S b+b c+c a_a+b+c_l
= 473 2 2= 2 T2

3. Nadimo najprije zajednicke totke danih funkcija. RijeSimo jednadZbu

2¢ —a|=1—|z— 1. (1)

a

Kako je 1 < a < 2, vrijedi § < 1 i moramo promatrati tri slutaja 1° =z < 7,
2° £<x<1i3° z2>1.Sadaredom imamo:



1° Kada je z < § jednadzba (1) poprima oblik a — 2z = z. Dobiva se z = §, §to
zadovoljava (1) jer je § < 3.

2° Kada je § < < 1 jednadzba (1) poprima oblik 2z — a = x, tj. = = a, 5to ne
zadovoljava jer je a > 1.

3° Ako je > 1 jednadZba (1) poprima oblik 2z —a = 2 — x. Odavde se dobiva
z = 42 sto zadovoljava (1), jer je %2 > 1zbog a > 1.

Dakle, grafovi dviju danih funkcija imaju dvije zajednicke totke (vidi sliku); prvu
oznalimo s A i ona ima koordinate z4 = §, ya = §, dok druga (koju oznatimo
s B) ima koordinate zg = ﬁsﬁ, yp=2-2=2-— 9—'3':—2 = 5—;—“. Neka je C(1,1),
D(%,0), E(2,0).

¥

Lik kojeg omeduju grafovi danih funkcija je ¢etverokut ABCD i njegova povrsina
se dobije oduzimanjem od povrsine trokuta OEC povrsina trokuta ODA i BDE.
Dakle,

P = Pogc - Popa— PBpE
1 1
= 1-5-|0D|-ya~ 5 |DE|-ys

~ 1~1.E._‘£_l.(2_2).4’“

N
&
|
—
=]

I
8]
~—

[\~]
S’
N
W ==

4. Ovaj zadatak ¢emo rijesiti pomocu jedne invarijante. Ovdje je ta invarijanta
zbroj kvadrata brojeva. Naime,

(0.6a; — 0.8a;)% + (0.8a; + 0.6a;) = af + a?,

tj. suma kvadrata brojeva ostaje konstantnom. Na pocetku je suma kvadrata iznosila
324424122 = 169. Kako je 224824102 = 168, ne moZe se doéi do brojeva (2,8, 10).
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II. razred

1. Neka su L i M redom to¢ke u kojima simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta iz
vrha C trokuta ABC sijeku pravac AB. Ako je |CL| = |CM]|, dokazite da je
|AC|? + |BC|? = 4R?, gdje je R duljina polumjera kruznice opisane trokutu
ABC.

2. U zavisnosti o parametru a nadite rjeSenja jednadzbe
-2z’ +x+a?—a=0.
Za koje realne brojeve a su sva rjeSenja realna?
3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. DokaZite nejednakost

ab+c bc+a ca-}—b S 1.

4. Na jednom turniru sudjelovalo je n kosarkaskih ekipa. Svaka ekipa odigrala je
sa svakom drugom to&no jednu utakmicu. NerijeSenih ishoda nije bilo. Ako na
kraju turnira i-ta ekipa ima z; pobjeda i y; poraza (i = 1,2,...,n), dokazite
da je

i tai4 .+l =t i+ Yl



Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Mozemo uzeti da je |AC| > |BC|, pa vanjska simetrala sijece pravac AB blize
totki B. Kut izmedu unutarnje i vanjske simetrale je pravi, dakle ¢ LCM = 90°.
Zbog |CM| = |CL]| trokut CLM ima kutove 90°, 45°, 45°. Oznatimo kutove trokuta
ABC s a, B i+ kao na slici. Iz trokuta LBC imamo

%+ﬁ+45°=180°

i zbog v = 180° — o — B slijedi

a=3-90°

Neka je totka D na opisanoj kruznici takva da je AD promjer. S obzirom da je kut

B tup, totka D lezi na onom luku AC koji ne sadrZi totku B. Dovoljno je dokazati
da je |BC| = |CD] jer tada tvrdnja zadatka slijedi iz Pitagorinog poucka:

|AC)? + |BC|* = |AC|* +|CD|* = (2R)%.

Vrijedi 4 ACD = 90° (jer je AD promjer), i 4 ADC = 180° — j (jer je ABCD
tetivni getverokut), paje < CAD = 180°— 4 ACD— 4 ADC = 180° —90° - (180° —
B)=05-90°=aqa.

Kako su tetive nad jednakim obodnim kutovima jednake, slijedi |BC| = |CD|. Time
je tvrdnja dokazana. ’

2. Rijesimo jednadzbu po a:

a®>—a(2z?+1)+2t+z=0.

Rjesenja su:

202 + 14+ /(2227 + 1) —4(z¥+z) 222 +1+£(2z-1)

a = ,
1,2 2 2

a1=:1:2+a;, a2=x2—:1:+1.
Zbog toga lijevu stranu jednadzbe mozemo faktorizirati:

et —2ar+x+a?—a= (22 —z+1—-a)(2?+1-a).

Korijeni kvadratnih faktora su:



1++4a-3 -1++1+44a
2

Typ = T34 =
Sva su rjeSenja realna za a > %.
3. Napisimo izraz s lijeve strane nejednakosti u pogodnijem obliku

b b b b
abrepetaath _ gotbte. patbe. catbhe  (gpe)rtote 1

asbbee = asbbee = asbbec’

Dokazat ¢emo da je a®b®c® > 1. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
a < b < c. Kako a,b,c ne mogu istovremeno svi biti manji od 1 ili istovremeno svi
vedi od 1 ostaju ove dvije moguénosti:

(1°)a<b<1<ec Stavimoc=;5paje

apb c—a c—b
abc_a‘b _ _]; _];> >
v = e = (a) <b b

jer su u posljednjem produktu baze veée od 1, a eksponenti su nenegativni.

1 . e g
(2°) a <1< b<c Stavimo a = o pa na isti na€in vrijedi

bbce

aabbcc —
bace

— bb——acc—a > 1.
Ovim je tvrdnja dokazana.

4. O¢ito vrijedi z; +y; =n—1, (i = 1,2,...,n) jer je svaka ekipa odigralan —1

utakmicu, te
i i n(n—1
Zmi = Zyl = _(_2_2)
=1 i=1

jer je ukupan broj pobjeda jednak ukupnom broju poraza i jednak ukupnom broju
odigranih utakmica.
Odavde slijedi

n

Yoot = Y ((n-1)-y)’
i=1

=1

= Zn:(n'-l)2 —2(n—1)Zyi+Zyi2

=1 =1 i=1

R B TR e L
i=1

= nn-1)%-nn-1)%+ En_jy,?

=1

a to je i trebalo pokazati.
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ITI. razred

1. Trokut ABC s kutevima a, 3, v upisan je u pravokutnik APQR tako da tocka
B lezi na stranici PQ, a totka C na stranici QR. Dokazite da je

ctga - P(BCQ) = ctgfB - P(ACR) + ctgy - P(ABP).

2. Baza piramide ABCDYV je pravokutnik ABCD ¢&ije su duljine stranica |[AB| =
a i |BC| = b, a svi boini bridovi su duljine c. Odredite povrSinu presjeka te

piramide ravninom koja prolazi dijagonalom BD baze i paralelna je bo¢nom
bridu VA.

3. Za duljine a, b i c stranica trokuta vrijedi @ > b > c. Vrhovi trokuta sredista
su triju krugova s nenegativnim polumjerima. Nikoja dva kruga nemaju
zajednickih unutarnjih tocaka, niti obuhvacaju neki od preostala dva vrha
trokuta. Kolika je maksimalna povr3ina koju pokrivaju ti krugovi?

4. Mozemo li iz svakog deveterotlanog podskupa skupa prirodnih brojeva odabrati
Cetiri razlidita elementa a, b, ¢ i d, tako da brojevi a-+b i c+d daju isti ostatak
pri dijeljenju s 20 7



RjeSenja za III. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjedenje.
Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC, te neka je |[AR| =m, |AP| =n te
|BQ| ==z, |CQ| =y.

R Cc y o
x
B
m
!
A n P

Tada je a? =22+ 92, B2 =m? + (n - y)?, & = n? + (m — z).

. - . 24..2_,2
Prema kosinusovom poucku je cos o = l—’—'fi%c—i-, odnosno

m2+n2—mx—ny

cosa =
be

Takoder, iz P(ABC) = %bcsina zbog
P(ABC) = P(APQR) — P(ABP) — P(BCQ) — P(ACR)

dobivamo
) my + nr — Iy
sihaqg = ——m———.
be
Konaéno dobivamo

2+ct—a? m?P+n®-—mz-ny
ctga = = .
4P(ABC) my + nx — Ty

Na sli¢an nacin se dobije

a2+ -0 z2-mz+ny
Ctgﬂ = =
4P(ABC) my + nr — xy

a4+ —-c  y’+mz—ny
ctgy = = .
4P(ABC) my + nx — Yy

Izracunavanjem desne strane dane jednakosti dobivamo

m(n — nm-—zx
Ctgﬂ.%___y_)..‘_ctg'y._(__?___).
_zl-mz+ny mn-y)  y +mz—ny n(m-z)
T nxz 4+ my -y 2 my + nr — TY 2

zy(m? +n? — mzx — ny)
2(my + nz — zy)

b

sto je zbog P(BCQ) = % jednako ctga - P(BCQ).



Drugo rjedenje.
Neka je ¢ =X CAR. Tada je JPBA=a+ ¢ i 4QBC =~ — ¢. Vrijedi

|QC| - |BQ| - ctga _ a?sin(y — @) cos(y — ) cos a

ctga- P(BCQ) =

2 2sina
_ a%sin(2y — 2¢)sin2a _ R?sin(2y — 2¢)sin 2a
- 8sin® a B 2

2
= —I-Z—[cos(?'y — 2a — 2¢) — cos(2a + 27y — 2¢p)),

gdje smo sa R oznagili polumjer kruznice opisane trokutu ABC. Slitno je

|AR|-|RC|-ctgB _ b*sin2psin28 _ R%sin2psin2f
2 - 8sin? B - 2

R2
= —4—[cos(2ﬂ —2¢) — cos(20 + 2¢)),

ctgl - P(ACR)

odnosno
|AP|-|PB|-ctgy _ c*sin(2a + 2¢)sin 2y
2 B 8sin? v
R?sin(20 + 2¢) sin 2y
2

ctgy- P(ABP) =

RZ
= T[cos(2'y — 200 — 2¢) — cos(2a + 27 + 2¢)].

Sada uvrdtavanjem i koristeéi a + 8 + v = 180° lako provjerimo danu jednakost.

2. Pruvo rjesenje.

Ravninu presjeka nazovimo 7. Neka je S srediSte baze, a M tocka u kojoj ravnina
 sijeée brid VC. Presjek trokuta V AC i ravnine 7 je oito duZina MS, akako je 7w
paralelna s V A, mora biti i MS || VA pa je M poloviste brida VC. Treba odrediti
povrsinu presjeka, tj. trokuta BDM.

V

4

DM je tezidnica trokuta DCV, pa je |[DM| = 1v/2a? + ¢2.
Povrsina trokuta sa stranicama a, b, c je (iz Heronove formule)

1
= = /40422 — (a2 + b2 — 2
P—4\/4ab (a? + % — 2)2.

Odatle dobivamo

1
pP= g\/4c2(a2 +b2) — (b2 — a2)2.



Drugo rje3enge.

Povrsinu trokuta BDM moZemo izratunati i pomoéu formule P = |BD|-|M N},
gdje je N projekcija totke M na pravac BD. Neka je d = |BD| i z = |SN|.
Pretpostavimo da je |M B| < |M D|. Odredimo duljinu visine |M N|. Iz

d d
MNP = |MBJ? - (5 - 2)? = IMD[* = (5 +2)°

dobivamo
__ |MDP — MBP
B 2d '
Stoga je
|MN|2 _ 2a2b% — ot — b* + 4a2c? + 4b2 2
B 16(a? + b2)
Trede rjedenge.

Povrsinu trokuta BDM éemo izratunati pomoéu formule P = £|BD| - |M N},
a duljinu |M N| éemo izraziti iz trokuta MNP, gdje je P projekcija totke M na
ravninu baze. Iz sli¢nosti trokuta M PC i V.SC dobivamo

IMP| = %|VS| - %\/45" vy

Vrijedi i
1 1 ab ab
INPI=3l00=3 4 = svasw

Sada iz |[MN| = /[MP|? + [NP|? izratunamo visinu i kona¢no povrsinu trokuta
BDM.

3. Neka su 74, g i r¢ polumjeri kruZnica sa sredistima A, B, C redom, za
koje se postize maksimalna povriina. Najprije pokazimo da mora biti r4 <75 <
rc. Pretpostavimo da je r4 > rp. Tvrdimo da tada oko tocke A mozemo opisati
kruZnicu polumjera rg, a oko toéke B kruZznicu polumjera 74, tako da se krugovi ne
preklapaju. Zaista, ako bismo to uéinili, imali bi

ra+re < b<ua
rg+r1rc < Tpa+re <M
ra+re < ¢

Kako je r¢ < min (b —r4,a — 7p), a min (a — r4,b — rg) > r¢ (zbog a — 74 >
b—rg>rcib—7rp >b—1r4 > rc), slijedi da mozemo povecati r¢, a time 1 ukupnu
povrdinu, pa zakljutujemo da mora biti r4 < 1.

Na slican naéin pokazujemo da je rp < 7¢.

Jasno je da se maksimalna povrina postize u sluéaju da jedna od kruznica
dodiruje preostale dvije. PokaZzimo da je to najveéa kruznica. U protivnom bi bila
moguéa dva slucaja: (i) kruznica s polumjerom r4 dira ostale dvije (sl. 1); (i)
kruznica s polumjerom 7p dira ostale dvije (sl. 2).



(z) Ako povecamo 7p za neki z > 0, i istovremeno smanjimo r4 za taj x, dobijemo
veéu povrdinu, pa slijedi da veéu povrsinu dobijemo ako kruznica s polumjerom rg
dira preostale dvije, tj. u slu¢aju (#¢). Naime

(ra—z)2+(rp+2) +r5 >4 + 15 +rE,
jer je ta nejednakost ekvivalentna s

2z(rp —ra) + 222 > 0.

6;

(i1) Ako poveéamo r¢ za neki z > 0, i istovremeno smanjimo rp za taj z, dobijemo
opet veéu povrsinu zbog

TE,+(TB——:E)2+(TC+:):)2 >r31+r123+7%~,

Sto je ekvivalentno s
2¢(rc — rg) + 2% > 0.

Zakljué¢ujemo da je dovoljno promatrati slu¢aj kada najveéa kruznica dira druge

dvije (sl. 3).
‘.




Neka je x = r¢c. Tadajerqa =b—z irg =a— . Mora biti z € [§,b]. (Znamo
da mora bitiiz > ﬂizbiﬁ, zbog 74 + rp < ¢.) Sada je traZzena povrSina jednaka

P=nl(b-12)’+ (a—1z)’ + 2%

Ova kvadratna funkcija poprima maksimum na jednom od rubova. Vrijedi

n=p(2) =ﬂ[(b_g)2+§]

P, = P(b) = n[(a — b)? + b?]

: - (o-5) -5 = (0-5)
— —_ = — - —_— —_—— = —— > 0.
71_(Pg P1) (a b) +b b 3 2 b 3 >0
Stoga je maksimum P(b) = 7[(a — b)? + b?], a postize se za 14 =0, 7 = a — b,
re =b.

4. Dovoljno je promatrati ostatke tih brojeva pri dijeljenju s 20.

(1) Ako u deveterotlanom podskupu postoje medusobno razli¢iti brojevi a, b, c i d
tako da je a = ¢ (mod 20) i b= d (mod 20), onda je a + b = ¢+ d (mod 20).

(i) U suprotnom, najviSe tri broja daju isti ostatak pri dijeljenju s 20, dok su svi
ostali ostaci medusobno razli¢iti. Tada u promatranom deveterotlanom podskupu
postoji barem sedam brojeva koji daju razliCite ostatke pri dijeljenju s 20. Od tih
sedam brojeva moZzemo naciniti (;) = 21 parova brojeva. Po Dirichletovom principu
zakljuéujemo da sume elemenata neka dva para daju isti ostatak pri dijeljenju s 20,
tj. postoje a, b, ¢, d takvi da je a + b = ¢ + d (mod 20). Pritom su ta dva para
disjunktna, jer se inale javlja slucaj (z).



ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

Supetar, 5. — 8. svibnja 1999. godine

IV. razred

1. Polovistem svakog brida tetraedra poloZena je ravnina okomito na suprotni
brid. Dokazite da se svih Sest ravnina sijece u tocki koja je simetri¢na sredistu
opisane sfere tetraedra u odnosu na njegovo teziste.

2. Neka je n pozitivan cijeli broj veéi od 1. Koliko ima permutacija (a1, az, ..., an)
brojeva 1,2,...,n takvih da postoji tocno jedan indeks i € {1,2,...,n — 1} za
koji je a; > aijy1 ?

3. Izra¢unajte sumu

ay a2 a3 Gk
2 +22+23+...+2k+...

gdje je (an) niz brojeva definiran na ovaj naéin:

a1=1, ag=1, apn=an_1+ap-2, zan>2

4. U ravnini je dan kvadrat s vrthovima Ty = (1,0), T> = (0,1), T3 = (-1,0)
iTy = (0,-1). Za svaki n € N neka je T,,44 poloviste duzine T,,T,,41. Uz
pretpostavku da niz totaka T, (n — oo) ima graniénu tocku, nadite koordinate
te tocke.




RjeSenja za IV. razred
Svaki zadatak vrijedi po 25 bodova.

1. Neka je O srediste opisane sfere danom tetraedru i T njegovo teZiste. Tada je

—_— 1/—m - @ — —
OT=Z<OA+0B+OC+OD).

D

Neka je N tocka za koju je

—_ — 1/— @ —-— @ — -
ON=20T=—2-< A+0B+ C+0D).

Neka su P;, i = 1,2,3,4,5,6 — polovista bridova AB, AC, AD, BC, BD, CD,
tim redom, te 7, — odgovarajuce ravnine kroz ova polovista, okomite na suprotne
bridove. Tada je

mzm_cﬁ=ﬁ_§(m+@)=é(w+o—ﬁ),
pa je

—_—
PN -CD =

o) =
N

(0B+0¢)- (0B - 6¢) = 3 (10DF* - 0cr?) =0,

— NE’/TPI.

Analogno se pokazuje da je N € Tp, 22 1=2,3,4,5,6, tj. da svih Sest ravnina sadrzi
totku V.

2. Ozna¢imo s p, broj trazenih permutacija. OcCito je p; =01 ps = 1. Neka je
n > 2. Za a, = n broj traZenih permutacija je pn—1.

Promatrajmo sada sve traZene permutacije (a1, as, ...,ar) za koje je a; = n, gdje
je 1 <i < n—1fiksan. Svih moguéih permutacija od preostalih n — 1 brojeva ima
(n — 1)!I. Prvih i — 1 i zadnjih n — ¢ brojeva u permutaciji moraju biti u rastuéem
poretku. Stoga je dovoljno od n—1 brojeva odabrati ¢ — 1 koji se nalaze ispred i-tog

mjesta, i time je cijela permutacija odredena. Zato je za a; = n broj permutacija
(371), odakle je

n—1
n—1 _
pn:pm4+§:<i~1>:pmd+2nl—L



Odavde dobivamo

=" -1+ -1+.+(2-1)=2"-n-1.

3. U brojniku se pojavljuju ¢lanovi Fibonaccijevog niza an: a1 = 1, as = 1,
Gn = Qn_1 + Gn_2, n > 3. Izra¢unajmo n-tu parcijalnu sumu tog reda.
ay  az a;+as an—2+ 0y
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= Z+zzz—+52"‘—z“2n+1—2n+2"2n+1
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1.3 Gn+1 an
= 3T T g e

Odavde slijedi

_ Ap41 an . _an+1 an
S"—Z_Qn—l ~on tj. |Sp—2|= =1 +57;.
Dovoljno je pokazati da posljednji izraz moze biti po volji mali pozitivan broj. To
znaéi da je nlirroxo Sp = 2.
PokaZimo matemati¢kom indukcijom da je

[(ME]

a, < 32. (1)

Zan=11in =2 tvrdnja vrijedi.
n n-1
Pretpostavimo da za neki n > 2 vrijedi a, <32 ia,—1 £ 372 . Tada je

nsl = n+ano1 <35 +3"7 <3 & V34+1<3.
Kako vrijedi ova nejednakost, vrijedi i (1).
Sada je
1 1
lSn - 2] = 2n_1 . an+1 + _z_n.. . an
1 ntl 1 n
< gn-1 <372 + '2_71 -32
3\ [3\%
2
= 4<Z> +<Z) — 0, kada n — co.

1
4. Kako je xp4q = 5(:1:,1 + Zny1), slijedi

1 1
§xn+1 + Tpta +Tpag + Tnysa = 53371 + T4l + Tpto + Tnys,

pa je 2br0j 2Tn+Tni1+Tnta+Tnts konstantan. Takoder je i 5yn+Ynt1+Ynt2+Ynts
konstantan. Vrijedi



1 1 1
'2'$1+£L‘2+1L'3+1'4=§+0—1+0=—-§,

1
-2—y1+y2+y3+y4=0+1+0—1=0.

Ako je z =lim z, iy =lim y,, tada imamo jednadzbe

1 1
T = =% y = 0. Grani¢na tocka je T (—-7-,0).



