ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

Makarska, 9. - 12. svibnja 2001. godine

I. razred

1. Za koje cijele brojeve z je 2z2 — x — 36 kvadrat prostog broja?

2. Sjeciste dijagonala kvadrata ABCD je tocka S, dok je tocka P poloviste stra-
nice AB. Neka je M sjeciste duzina AC i PD, a N sjeciste duzina BD i PC.
Cetverokutu PM SN upisana je kruznica. DokaZite da je njen polumjer jednak

|MP| - |MS].

3. Dokazite da za pozitivne realne brojeve a i b vrijedi nejednakost

\3/%+\3@§\‘/2(a+b) (G+3):

4. Za koje se prirodne brojeve n pravokutna plo¢a 9 x n moze prekriti plo¢icama

oblika L_I tako da se one medusobno ne preklapaju?



Rjesenja za I. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka je 2z2—x—36 = p?, gdje je p prost broj. Tada je p* = (x+4)(2z—-9) = ab,
gdiejea=xz+4,b=2z~9 pricemujea, beEZi2a—-b=1

-1

Moze nastupiti jedan od sljedeéih Sest slucajeva:

1° a=p*b=1 = 22p°-1=17 = p=3 = z=a—-4=p>-4=3;

2° a=p,b=p = 2p-p=17 = p=17T = z=a-4=p-4=13;

3 a=1Lb=p? = 2-p?=17 = p?=-15 Sto nije mogude;
4° a=-pb=-1 = -2p?4+1=17 = p’=-§, §to nije mogude;
5° a=-p,b=-p = -2p+p=17 = p=-17, §to nije mogude;
6° a=-1,b=—-p? = -24p*=17 = p?=19, Sto nije mogucde.

Dakle, trazeni brojevisu z =5 i z = 13.
2. Prvo rjedenje. Neka je O srediste kruznice, a X i Y redom tocke u kojima
kruZnica dira stranice MP i M'S. Oznagimo polumjer kruznice s 7.

D C

("N o

A P B

Kako je OY L MS i 4YSO = JASP = 45°, (totka O se nalazi na simetrali
4 M SN, tj. na duzini SP). Stoga je trokut SYO jednakokracan i pravokutan, pa
je|SY|=|YO|=r.

Trokut OXP slican je trokutu PAD, jer je JOXP = 4DAP = 90° i JOPX =
4 PDA. Stoga je [XP|:|XO|=|AD|:|AP| =2, pa je |XP| = 2r.

Kako su X 1Y diralista tangenata povudenih iz to¢ke M na kruznicu, vrijedi |M X| =
[MY]. Konaéno imamo

[MP| — |MS| = (IMX|+|XP|) - (IMY|+1YS]) =

XP|-|YS|=2r—r=n,
te je tvrdnja dokazana.
Drugo rjesenje. Neka je O srediste i + polumjer kruznice. Duzine DP i AS su

teziSnice trokuta ABD, pa je totka M njegovo teziste. Oznacimo duljinu stranice
AB s a. Tada je



1 / a\t! aVs
== P| = (/a2 Z
[AP| 2a, |DP| a +<2> 5

2
|AC| = aV/2, |AS| = f’—é—
Dalje je
1 av5 . 1 av2
Stoga je
— V2
IMP| - |MS| = 2(_‘/.%.

Odredimo polumjer kruZnice. Povrsina cetverokuta PMSN je
P(PMSN) = P(PMO)+ P(MSO)+ P(SNO) + P(NPO)

r'IPM|+r-|MS|+r-|SN|+r-|NPf
2 2 2 2

= r-(IPM]+|MS|) =7 Z(V5+V2) (%)

(Jer je [PM| = |PN|, |SM| = |SN|). N PS
S druge strane, PM SN je deltoid, pa mu je povrsina LM

2
Kako su trokuti ABS i M NS sliéni, vrijedi
|[MN| |SM| 1 . |[AB| a
———— I ——— = -~ MN = — = .
[AB] ~ [54] ~ 3 Pie IMNI="=— =3

2
Imamo, P(PMSN) = laa =2

Konaéno iz (%) je
. P(PMSN) _ a(v5 - V2)
%(\/5 +V72) 6

Sto je zaista jednako [MP| — |MS|.

3. Kubiranjem dane nejednakosti dobivamo ekvivalentnu nejednakost

a NG s/b b (1 1)
= had — 4 <9 4z
b+3‘/b+3\£+a- (a +b) Sty )

odnosno, nakon sredivanja

! !
3 \ﬁJﬂi <4+342 (1)
b « b«

Ova nejednakost je ekvivalentna polaznoj, pa je dovoljno nju dokazati.



Prvi nac¢in. Neka je 2 = \3/%. Tada je x pozitivan realan broj, a nejednakost
(1) postaje
3427l <4423 +273,
§to je ekvivalentno s
2 -3zt +423 -322+1 > 0

(@-1)(z®°+2*-223+222-2-1) > 0

(x-1)%(z* +228 +22+1) > 0,

a posljednja nejednakost ocito vrijedi za £ > 0. Jednakost se postize ako i samo ako
jex=1,tj. a=b.

Drugi nac¢in. Pokazimo da je

32<2 ¢ 2
3\ﬁ_ +3 2)

. . . b b . . iy .

(i na isti nacin 3{'/i < 2+ —, odakle zbrajanjem dobivamo trazenu nejednakost).
a a

Na brojeve 1, 1, % primijenimo A—G nejednakost:

@ 1+14%
b~ 3 '
odakle odmah slijedi (2). Jednakost u A-G nejednakosti se postize ako i samo ako

su svi brojevi medusobno jednaki, tj. akojel =1 = %, tj. ako je a = b.

1-1-

4. Danim plo¢icama mogu se pokriti ploce 9 x 2k, za k € N, §to se vidi sa slike:

e
a7t

Plotu 9 x 3 nije moguce pokriti. Za svako polje oznaeno tockicom potrebna je po
Jedna plocica, tj. treba 10 plo¢ica. No, 10 plo¢ica pokriva 30 polja, a dana ploca
ima samo 27 polja.

Plo¢u 9 x 5 je moguce pokriti, §to se vidi sa slike:

sl R
INUNESURL
T -
IE=ANNENE
OO e

-
]

Zato je moguce pokriti i svaku plo¢u 9 x (2k + 1), k > 3, jer se ona moze prikazati
kao unija pravokutne ploca 9 x 5 i plo¢a 9 x 2.

Dakle, moze se pokriti svaka ploca 9 x nzan > 2in # 3.
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II. razred

1. Neka je z kompleksan broj razli¢it od nule, koji zadovoljava jednakost 28 = z.
Koje vrijednosti moze poprimiti broj 220017

2. KruzZnica sa srediftem O dira stranicu BC i produzetke stranica AB i AC
trokuta ABC redom u tockama K, P i Q. Duzine OB i OC sijeku spojnicu
PQ redom u totkama M i N. Dokazite da je

@N| _ [MN| _ |MP]
[AB] ~ [BC] ~ [CA|

3. Neka je N prirodan broj. Dano je N trojki cijelih brojeva r;, s;, tj, za
1 < j £ N, takvih da je barem jedan od njih neparan. PokaZite da postoje

cijeli brojevi a, b, c takvi da je ar; + bs; + ct; neparan, za barem = razlicitih

indeksa j.

4. Neka je P poligon u koordinatnom sustavu u ravnini &ja je povrsina veéa od
1. DokazZite da postoje dvije razliCite tocke (z1,v;1) 1 (z2,y2) poligona P takve
da su x; — z3 i y; — y2 cijeli brojevi.



(8]

Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Iz 28 = z slijedi 2° = 2- 2 = |2]%, tj. |2|° = |2|2. Odavde je, zbog z # 0,
|z| = 1.

Kako je 2% = 1 iz 22001 = (29)222. 23 = 23 i (2%)% = 2% = 1, uz supstituciju
w = 23, dobivamo jednadzbu

wP—1=0, tj. (w—1Dw?+w+1)=0.

—1+ivV3 -1-1iV3
2 ' 2

—-1+iV/3

.2 2

Odavde je wy =1 ili wp 3 = . Dakle, 22001 ¢ {1,
2. Kako je BO simetrala kuta ¢ PBK i M tocka na njoj, vrijedi |[PM| = |KM]|.

Analogno je |QN| = |KN|. Stoga je dovoljno pokazati da je AABC ~ AKNM.

Ako kuteve trokuta oznaéimo s «, B i v, u ¢etverokutu BKM P imamo

JPBK = 180° -,

IBKM

qBPM=9m—%,
(jer je L OPQ = 4PAO::%)ZMok

JPMK =360° — 4 PBK — 24 BKM = o + B.
Odavde je
JKMN =180° — 4 PMK = 1.

Analogno se pokazuje  KNM = (3, pa slijedi AKNM ~ AABC, &to je i trebalo
dokazati.



3. Promatrajmo svih 7 trojki (a,b,c), gdje su a, b, ¢ € {0,1} takvi da je
a?+ b2+ #£0, tj. da-barem jedan od brojeva a, b, c nije jednak nuli.

Kako za svaki j nisu svi rj, sj, t;j parni, tri od suma ar; + bs; + ct; su parne,
a Cetiri neparne (lako se provjeri!), to znaéi da medu svim sumama ima toéno 4N

neparnih suma. Po Dirichletovom principu postoji trojka (a, b, c), za koju je barem
4N
- suma neparno.

4. Pretpostavimo da ne postoje nikoje dvije tocke (z1,1) # (z2,2) takve da je
Ty —y1€Zizy-yq €Z.

Neka je K jedini¢ni kvadrat, tj. K= [0,1) x [0,1).

Definirajmo preslikavanje f : P — K na ovaj naéin:

f(z,9)) = (z - =],y - ly))-

Pokazimo da je preslikavanje f je injektivno. Neka je f((z1,71)) = f((z2,¥2)). Tada
jex; — [1,‘1_! =Ty — |_$2J Ly — [y]_J =Yy — |_y2J. To znadi da je x1 — z2, Y1 — Y2 €4,
Sto je u suprotnosti s pretpostavkom.

Ovo preslikavanje translatira dijelove poligona P na jedinicni kvadrat, pa je
povrsina njegove slike jednaka povriini polaznog poligona. No tada bi bilo
f(P) C K, 5to je nemoguce jer je povrsina od P veéa od povrsine jedini¢nog kvadrata
K.
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III. razred

1. U ravnini su dane dvije razlicite tocke O i P. Odaberimo paralelogram ABCD
kojem je tocka O srediste. Oznacimo s M i N redom polovista duzina AP i
BP. Tocka Q je presjek duzina MC i ND. Dokazite da tocke O, Qi P leze
na istom pravcu i da tocka @ ne ovisi o izboru paralelograma ABCD.

2. Dan je trokut ABC takav da je |AC| # |BC|. Neka je M poloviste stranice
AB,a= 4BAC, = 4ABC, o= JACM, = 4 BCM. Dokazite da je

sinasinf _ singsiny

sinfa— @) sin(p — )’

11 1
ploce, recimo z i y, te izratuna broj z + y + ry, rezultat zapise na plo¢u, a z i
y obriSe. Odredite broj koji ¢e ostati na plo¢i nakon §to ovaj postupak obavi
2000 puta.

3. Na plo¢i su napisani brojevi 1, Uéenik odabire dva broja s

4. Skup S sadrzi 100 prirodnih brojeva, od kojih je svaki manji od 200. Pokazite
da postoji neprazan podskup T od S takav da je produkt brojeva iz T potpuni
kvadrat.



RjeSenja za III. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Zbog paralelnosti pravaca MN, AB i CD trokuti MQN i CDQ su sli¢ni.
_— 1 1
Kako je M N srednjica trokuta ABP, tada je [MN| = §|AB| = ~2—|CD|. Odavde
slijedi:

1 1
|QN| = 5|DQ)|, loM]| = 5lCQ,

2 2
|1DQ| = §|DN|, |CQ| = §|CM|-

Nadalje,

DN = m%w

= 2O_B’+%Fé+%o_13

- 2oB+lop.
2 2
Odavde dobivamo,

0@ = O0D+DQ

- (75+§m

= —O“B'+§<§OT3'+%@> —
0¢ = ;0P

Odavde slijedi da tocke O, @ i P leZe na istom pravcu i da polozaj tocke () ovisi
samo o tockama O i P.



2. Uz oznaku m = |CM|, primjenom kosinusovog poucka na trokute ACM i

BCM dobivamo,

2
b2 +m? - 2bmcos p = (g) =a? +m? - 2am cos 1,

2 2
b2 + (g) — bccosa = m? = a? + (%) —accosf3
Iz (1) i (2) dobivamo
2m(acosy —bcosp) = a? —b®
clacos B —bcosa) = a? — b2,

odakle dobivamo

acosiy —bcosp = ~c—(acosﬁ —bcos a).
2m
Iz poucka o sinusima na trokut ACM slijedi

c sin @

2m  sina

Iz (3) i (4) je

(1)

(2)

(3)

(4)

sin _ sin o
acosy — bcosy acos B —bcosa’
sin sin o
_— el -
§COsP —cosp  Fcosf—cosa
Koristeéi relaciju
a sina _ sing
b sinf  siny
(koja se dobiva iz poutka o sinusima za trokute ABC, ACM i BCM) dobivamo
sin @ _ sin a !
sin ¢ _ ~  sina _
siny COSY —cos g sing ©08 B —cosa
sin @ sin ¥ sin asin
sin(fp =)  sin(a - 8)’

¢ime je tvrdnja dokazana.



3. Vrijedi opcenita tvrdnja: ako se na plo¢i nalaze brojevi ay, as, ..., a, nakon
n — 1 koraka na ploci ¢ée se nalaziti broj (a; +1)(az + 1)...(an + 1) — 1. Dokazimo to!

UoCimo da je a; + a3 +ajag = (a; + 1)(az + 1) — 1, pa za dva broja tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo da nakon n —2 koraka na plo¢i imamo brojeve (a1 +1)...(an_1+1)—1
ian. Tada je :

[((a1 + 1)..(an-1+1) = D) + 1)(an +1) — 1

= (a1+1)..(an-1 +1)(an+1) — 1

Time smo metodom matematicke indukcije dokazali opéenitu tvrdnju. Vidimo da
¢e rezultat biti neovisan o tome kojim redom biramo brojeve. Za zadane brojeve
rezultat je

1 1

1 1) -1
2000 + )(2001 + )

(1 +1)(% +1)(§ +1)..(

3 4 2001 2002
2 3 7 2000 2001

2002 - 1 = 2001.

4. Za svaki neprazan podskup Z od S neka [[(Z) oznagava produkt svih eleme-
nata od Z. Broj [[(Z) moZemo prikazati u obliku c*mg, gdje je c® najveéi kvadrat
cijelog broja koji dijeli taj produkt. Svaki mz je produkt razli¢itih prostih brojeva,
od kojih je svaki manji od 200. Kako ima manje od 100 takvih brojeva, nema vise
od 2% moguénosti za broj mz.

Broj moguéih podskupova Z jednak je broju nepraznih podskupova skupa S,
toénije 2100 — 1. Kako je 2100 —1 > 2% moraju postojati dva neprazna podskupa X
1Y skupa S takva da je mx = my. Ako je [[(X) = a’>mx i [[(Y) = b*my = b’*my,
tada je [I(X) - [I(Y) = a®?mx - b>mx potpuni kvadrat.

Neka je T skup svih elemenata koji su ili u X ili u Y, ali ne u oba skupa
(simetri¢na razlika skupova X i Y). Kako je X # Y, skup T nije prazan. Tada se
svaki broj u X NY pojavljuje dvaput u produktu [J(X) - [J(Y), pa imamo [J(X) -
[I(Y) = [I(T)-(TI(X NY))2. Kako je [I(X)-[I(Y) potpuni kvadrat, onda je i [Ty,
takoder potpuni kvadrat. '
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IV. razred

1. Na slici su unutar kruznice sa
srediStem O i polumjerom 1
nacrtani lukovi jo§ Sest kruznica
istog polumjera. U podruéju
izmedu dvije susjedne "latice”
upisan je niz kruZnica s
polumjerima 7y, rq, 3, ...,
koje se s pocetnom kruznicom
i susjednim kruznicama u nizu
dodiruju redom u tockama
Dy, Dy, D3, ... . Za svaki
n izraunajte polumjer r,

1 duljinu d,, = |0OD,|.

2. Papir oblika kvadrata s vrhovima F, B, H i D ima stranicu duljine a. Na
njegovim stranicama FB i BH, oznagene su tocke G i A, odnosno F i C,
takve da je |FG| = = |GA| = |AB| i |BE| = |EC| = |CH|. Papir je presavinut
po duzinama DG, DA, DC i AC tako da se tocka G poklopi s B, a tocke F i
H s totkom E. Odredite volumen tako nastale trostrane piramide ABCD.

3. Dan je broj n = pipapsps, gdje su py, pa, ps i ps Cetiri razlicita prosta broja.
Njegovi pozitivni cjelobrojni djelitelji su :
d1=1<d2<d3<...<d15<d16=n.
Postoji li n < 2001, takav da je dg — dg = 227

4. Tablica idmenzija n x n ispunjena je jedinicama i nulama. Poznato je da ne
postoje Cetiri jedinice na mjestlma koje €ine pravokutnik. Dokazite da je broj

Jedinica u tablici najvise — (1 + Vin - )



Rjesenja za IV. razred
Svaki zadatak vrijedi po 25 bodova.

1. Iz pravokutnog trokuta AOS;, zbog OD; = 1 dobivamo

(1 —|-1’1)2 -(1- 1‘1)2 =1, tj. rn =

1
Zato je |OD;2| = |ODy| — 21 = 3 Iz pravokutnog trokuta A0S, je

1 1
2 __ (= _ 2 — . -
(1 +T2) (2 7’2) 1, t}. T2 7

: 1
Zato je |OD3| = [ODy| — 2ry = 3 [z pravokutnog trokuta AOS;3 je

1 1
2_ (= — 2 = 1 =
(1+73) (3 r3) 1, tj. r3 54

1
Zato je 'OD4| = |0D3| - 21‘3 = Z
1 .
Pretpostavimo da je [OD,| = -~ Iz pravokutnog trokuta AOS,, dobivamo

1

1 .
1 2 _(Z - 2 _ 1 t3. - —
( + Tn) (n Tn) ’ J Tn 2n(n + 1)

Zato je

1 1 1
D, =|0D,| —2r, = — — = .
|ODn 1] = [ODn] = 27 n nn+l) n+1l

Opéenito imamo formule:

1

1
OD,|= =, W= e
| | n’ ' 2n(n +1)



1 2 )
2. Duljine bridova tetraedra su: |AB| = 3% |BC| = 3% |AC| = ﬂ\é/__, |DA| =
13 1
W13\ pal = pe) = 10
3 3
D H
C
E
F G A B

Trokut ABC je pravokutan, tocka E je poloviste katete BC, a tocka K neka je
poloviste hipotenuze AC. Duzina EK je srednjica trokuta ABC, te je okomita
na stranicu BC. Takoder, kako je trokut BCD Jjednakokracan, vrijedi DE 1 BC.
Odavde zakljucujemo da je ravnina DEK okomita na pravac BC, pa i ravninu ABC.
Stoga se visina tetraedra iz totke D nalazi u ravnini DEK i podudara se s visinom
trokuta DEK iz vrha D.

Duzina DK je tezisnica trokuta ACD, pa joj je duljina (prema formuli
1 4
ty = 5\/2172 +2¢2-a?), |DK| = 2 5 1. Nadalje je |[KE| = éa, |[DE| = a. Sada
mozemo, koriste¢i Heronovu formulu, odrediti povrsinu trokuta DEK, P(DEK) =
a®v2
18

. Odavde je visina trokuta DEK iz vrha D,

__2P(DEK) _ 2aV2
- |KE| ~ 3 °

Baza piramide je pravokutan trokut ABC povrsine

2

1 a
B = -|AB| - |BC| = —.
S14B1-1BC| = £
Konaéno je trazeni volumen piramide
1 2a°V2

V =-By= .
3°Y7T Ta1




3. Za svaki djelitelj d od n, broj g Jje takoder djelitelj od n. Ako je m broj
djelitelja broja n, onda je ;-l = dm41-k- Zato je dgdg = n.
k

Mozemo pretpostaviti da je p; < py < p3 < ps. Moguéa su ova dva slucaja:

1° Jedan od brojeva dg, dg je prost i jednak py4, a drugi p;paps.
2° Svaki od brojeva dg i dg je produkt dva prosta broja.

Pretpostavimo da je n < 2001 i dg — dg = 22." Kako je dﬁ = dyg, brojevi dg i dg
8
ne mogu biti oba parna, a buduéi je dg — dg paran, dg i dg moraju oba biti neparna.
Dakle, p1, p2, p3, p4 su neparni. Nadalje, ne mogu oba broja dg i dg biti djeljiva s
11, a kako 11 dijeli dg — dg, nijedan od brojeva dg i dy nije djeljiv s 11.
Iz dg —dg = 22 i n = dgdo, tj. n = d} + 22dg = (dg + 11)% — 121, slijedi

(ds +11)2 = n 4121 < 2001 + 121 < 472,

odnosno, dg < 47 — 11 =36 i dy < 36 + 22 = 58.
1° Primijetimo da je p1paps > 3-5-7 = 105, pa se prvi sluéaj ne moze dogoditi.

2° Pretpostavimo da je p; > 3. Tada je p; > 5, pa > 7, p3 > 13, py > 17 (jer
ne moze biti p; = 11), pa je pips > 85, paps > 91, 5to je kontradikcija s dg < 36,
dg < 58. Dakle, mora biti p; = 3.

Pretpostavimo da je py > 5. Tada je p; > 7, p3 > 13, pg > 17, dakle, pyps > 51,
p2p3 2> 91; kontradikcija. Zato je py = 5.

Ako je p3 > 7, onda je ps > 13, py > 17, pa je pips > 51, paps > 65, §to je
takoder nemogude.

Dakle, p3 = 7, ps > 13. Sada je pap3 = 35 i pips > 39, dakle, dg = 35 i
dg = 35 +22 =57 =3-19. Jedina je moguénost p; = 3, py = 5, p3 =7, pg =19, tj.
n = 1995.



4. Oznac¢imo s d; broj jedinica u i-tom retku. Tada je broj parova jedinica u

i-tom retku (dz) :

Posto ne postoje Cetiri jedinice koje ¢ine pravokutnik, mora po Dirichletovom prin-

cipu biti
d; n\ n(n-1)
(5) < () -

Y di(di—1) < n(n-1),

IA

n(n — 1),

Y-
L

IA

n(n —1) +Zdi' (*)

Oznac¢imo li ukupan broj jedinica u tablici s K, vrijedi i = Z d;.

Nadalje, koriste¢i nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine, dobivamo
2
i i
pa iz (x) slijedi

K? —nK —n*(n—-1)<0.

Pozitivno rjesenje ove jednadzbe je

n+vn?+4ni(n —1)

K = 2
= g(uwm—_z).

Odavde slijedi tvrdnja.



