MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje uéenika
srednjih Skola Republike Hrvatske

2. ozujka 2001.

I. razred

. Izmedu znamenki 4 i 9 broja 49 umetnuto Je nekoliko ¢etvorki, a iza njih isto
toliko osmica. Dokazite da je tako dobiveni broj potpuni kvadrat.

2. Na koliko na¢ina moZzemo izabrati dva razli¢ita broja iz skupa {1,2,3,...,2001}
tako da njihov zbroj bude paran?

3. Iz polovista svake stranice siljastokutnog trokuta spustene su okomice na ostale
dvije stranice. Dokazite da je povrsina Sesterokuta omedenog tim okomicama,
jednaka polovini povriine trokuta.

4. Ako su z, y i z pozitivni realni brojevi takvi da je zyz = 1, dokazite da je
vrijednost izraza

z+1 y+1 4 z+1
zy+zx+1 yz4+y+1 zx4z+1

konstantna.



Rjesenja zadataka za I. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Promotrimo najprije nekoliko prvih brojeva:

49 = 72
4489 = 672

444889 = 6672

Pokazat ¢emo da je

Ovo je ekvivalentno s
44...488...8=66...67% -1, (%)
n n n—1
odnosno
66...672 —1=66...68-66...6
n-—1 n—1 n
Kako je
66...68-6=400...08,
S——— S——
n-1 ’ n—1

potpisivanjem i zbrajanjem dobivamo 44...488...8 tj. (¥)

n n

Drugo rjeSenje. Dobiveni broj je oblika 44...4 88...8 9.
N N —

n n—1
Neka je
1 1 n
rz=11.1= 5 99..9 = 5 (10" - 1)
n n
= 10" =9z 4 1.
Sada je

44..488..89 = 44..4-10" +88..8+1
N———r ~———

n n—1 n n
= 4x-10" 48z +1
= 4z(9x+1)+8x+1

= 3622+ 122+ 1 = (6z + 1)%

10 bodova

5 bodova

10 bodova

20 bodova

5 bodova



2. Zbroj dva broja iz danog skupa je paran ako i samo

ako su oba parna ili oba neparna. 5 bodova
U danom skupu ima 1000 parnih brojeva, pa medu njima

1000 - 999
mozemo izabrati ———— = 499500 trazenih parova. 8 bodova

Isto tako, ima 1001 neparnih brojeva, a medu njima je

1001 - 1000
—————— = 500500 trazenih parova. 8 bodova

Dakle, broj svih parova je 499 500 + 500 500 = 1 000 000. 4 boda

3. Konstruirajmo srednjice A; By, B1C1, C14; trokuta ABC. Tada je

1
P(AA1B\Cy) = JP(AABO),

5 bodova
Dovoljno je pokazati da je (uz oznake kao na slici) zbroj povrsina
trokuta AgC1B1, BpA1Cy, CoB;1Aj, jednak povrsini trokuta 4, B,Cj. 5 bodova
Iz tocaka A;, By, C; povucimo okomice na stranice BC, CA, AB.
To su simetrale stranica i one se sijeku u sredistu O opisane kruznice
trokuta ABC. 5 bodova
Tada vrijedi:

AACIB, = AOBC,
A ByAICy = AOCA;,

ACyB1A; =2 ANOAB;.

5 bodova

Dokazimo prvu sukladnost (ostale se dokazuju analogno). Iz

ApB, || OCy;  (okomiti na AB),
AoCy || OB;  (okomiti na AC),

‘Eq A0B101 =§ OClBl, q A()ClBl =§ OBlCl. Kako je stranica
B C zajednicka, trokuti A9C1B; i OBC; su sukladni. 5 bodova



4. Pomnozimo li drugi ¢lan s —, a tre¢i s —, dobivamo 5 bodova
x zy

z+1 + Ty +zx Tyz + TY
zy+ax+1 zyz+zy-tw zlyz + xyz + 1y

z+1 Ty +x 1+ zy
zy+zxz+1 1l4+zy+z zxz+1+zy

2xy 4+ 2z + 2 _ o
zy+z+1 B

Dakle, izraz je konstantan i jednak 2. 20 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
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2. ozujka 2001.

II. razred

1. Brojevi z i y zadovoljavaju sistem jednadzbi:

z
r+y+~ = 19,
y

z(z +y)
y

Koje sve vrijednosti moze poprimiti z + y?

2. Trokutu ABC sa stranicama duljina a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| opisana
Je kruznica. Tangenta na tu kruznicu u tocki C okomita je na stranicu AB.
Dokazite da je

(a® = 8%)* = *(a® + b%).
3. IzraCunajte vrijednost produkta
(1+1+i> - 1+i>2 1+<1+i>22 1+<1+i>2k 1+(1+z‘>22°‘”
) (14 (1 Y (s () (e ()T

4. Rijesite sustav jednadzbi:

T1+zo+...+x, = 9,
1 1 1
—t+ =4+ 4+ — = 1,
Zy T2 Tn

gdje je n prirodan broj, a zy, x3, ..., ¥, pozitivni realni brojevi.



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Izrazimo li = iz druge jednadzbe i uvrstimo u prvu, dobivamo
y

60
r+y+ ——=19. 5 bodova
z+y

Pomnozimo li ovu jednadzbu s = + y, dobivamo kvadratnu jednadzbu s
nepoznanicom x + ¥,

(x4 y)? —19(x +y) + 60 = 0.

Njezina rjeSenja su (x +y); =41 (x +y)2 = 15. 10 bodova
Treba jo3 vidjeti da li se ove vrijednosti zaista mogu postiéi.

Zar+y=4je g = x(:?y = 15, odakle dobivamo z = ZS’ y = Zli

Zaz+y=15je % = ;:% = 4, odakle dobivamo:z::/i,/y =/145/ = A2, ¥4=3
Dakle, ¢ + y zaista moze poprimiti vrijednosti 4 i 15. 10 bodova

2. Neka je CD promjer kruznice. Tada je CD || AB i etverokut
ABCD je jednakokracan trapez, pri cemu je |[AD| = |BC| = a. 5 bodova
Trokut ACD je pravokutan, pa je a® + b% = 4R?. (1) 5 bodova

Neka je E presjek tangente u tocki C's pravcem AB. Tada je |BE| =R — —;—,
|AE| = R+ % a iz pravokutnih trokuta AEC i BEC dobivamo:

|AC]> —|AE? = |BC|* - |BE|* = |CEl,

2 2
2 S 2 _E
b <R+2> a (R 2),

b2 a2
(2) 10 bodova

a
Uvrstavanjem (2) u (1) dobiva se trazena jednakost. 5 bodova

odakle se dobiva R =




3. Izra¢unajmo najprije produkt prva dva ¢lana:

() (e () - B

= @+ (1+5).

5 bodova
Zatim izracunajmo produkt prva tri ¢lana:

(1+41) <1+-2-1§> <1+<1.2H-)22> = (1+1) (1+2i2) (1—515)

Za k > 3 izraCunajmo

()]

9k—2

10 bodova
Sada produkt poprima ovaj oblik:

. 1 1 1 1 1
(1+1)(1—_237> (1+2—22'> (1+'2—2—§)(1+5'274-><1+222—000‘) 5 bodova

Kako je 92" 92" = 922 22k+1, odavde se vidi da je produkt jednak

1
(1 +1) <1 et W) . 5 bodova



4. Prvo rjesenje.

1 1 1
9 = (.’L‘1+$Q+...+$n)<'_—+—+...+T—

Ty X2 Tn Tn-1
= 1+1+...+1+<—+——>+...+(aC + )
—_—————

T2 Ty n—1 Tn
>2 >2
-1
Z n + 2. M — 77‘2.

2
Odavde je n € {1,2,3}. 10 bodova
Za n =1 nema rjeSenja. 2 boda

1 .

Zan=2izxz1+29=9 1 —+ — =1, dobivamo z1z3 = z; + 79 = 9,

I 9
pa su z; 2 rjeSenja kvadratne jednadzbe

22 -9z +9=0.

9+ 35

Njezina rjeSenja su ;3 = 9 bodova
Za n = 3 iz gornje nejednakosti dobivamo
x x x x 3
6 = (—‘+—2> +<—3+—3>+<—3+—1> > 6,
Z2 T x3 x9 X x3
pa mora vrijediti jednakost. Zato je
T T2, T T, T3 T,
T I I3 I I I3
Iz prve jednakosti slijedi (z; — 22)% = 0, tj. z; = z5. Isto tako je
x9 = x3. Dakle, z; = z9 = 23 = 3. 9 bodova

Drugo rje3enje. Nejednakost izmedu harmonijske i aritmeticke sredine
daje

n 14+ ...+,

-3

tj. n? <9, i dalje se nastavi kao u prvom rjesenju.
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ITI. razred

1. Rijesite nejednadzbu

ritloga® 5 022 450, a # 1.

2. Sfera sadrzi vrhove donje baze kocke brida a = 8 cm i dodiruje gornju bazu.
Koliki je njezin polumjer?

3. U ravnini su dane dvije razlicite totke A i B. Dokazite da se skup tocaka M,
takvih da je

IIMA> ~ [MB)? = kP(AMAB),

gdje je k > 0 dana konstanta i P(AM AB) povrsina trokuta M AB, sastoji od
dva pravca.

4. Kvadrat je upisan u kruzni isjetak OAB sa sredidnjim kutom o < g, tako da

su mu dva vrha na polumjeru OA, treé¢i na luku AB i éetvrti na polumjeru
B. Nadite omjer povrsina kruznog isjecka i kvadrata.



Rjesenja zadataka za III. razred.

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

(;*// (el 2001

1. Moramo promatrati dva slucaja: 1° ¢ >1 1 2° 0 <a <1 5 bodova
1° a>1:
ltlog,x S 42, /log,
= (1+log,x)log,z > 2+log,x
= (log,)? > 2
= |log,z| > V2
= log,z < —v2 ili log,z> V2
= T € (O,a"ﬂ) U (aﬂ,oo).
10 bodova
2° 0<a<l:
ltlog,z o 2, /log,
= (1+log,z)log,z < 2+log,z
= (log,z)2 < 2
= llog, x| < V2
= —V2<log,z<V2
= z € (a‘/i, a_ﬁ).

10 bodova



N . 3
Cf ety e 2oy

3. oy !
2. Prvo rjesenje. Neka je S| srediste donje, Sy srediste gornje
baze kocke brida a, O srediste sfere i R njezin polumjer. Iz razloga
simetrije jasno je da je srediste sfere na spojnici S1.53. Sfera prolazi
tockama A, B, C, D i Sy. Vrijedi:
0S|+ 1|05y = aq,
0S|+ R = a,
te (iz pravokutnog trokuta AAS;O):
08112 = |AO)? - |AS|?,
2
a
081> = R?- (——) ,
|0S1] 7
2
(a-R? = R* -
2
/
|
4, !
A
. 3a . .
Odavde dobivamo R = Ia, tj., kako jea =8 cm, R = 6 cm. 25 bodova

Drugo rjesenje. Neka je S; srediste donje, a Sy srediste gornje baze
kecke. Trokut ACS; je jednakokracan, a plumjer trazene sfere je
polumjer njemu opisane kruZnice. 5 bodova
Duljina dijagonale kvadrata ABCD je |AC| = 8v/2 cm.
Visina AACS, je |S152| = 8 cm.
Iz pravokutnog trokuta S;CS; je |CSy| = /[S152]? + [CS1]? = 4/6. 10 bodova

. . . . . .. . abe
Polumjer opisane kruznice trokuta stranica a, b, c i povrsine P je R = —.

4P
U naSem slutaju je a = |AC| = 8V/2, b = ¢ = [CSy| = 41/6,

1
P=z- [AC]| - |55, = 32V/2, R =6 cm. 10 bodova



C:‘/J (' « a “(«\,L‘ ?u/‘ (. 4
3o el

3. Promatrajmo zadatak u koordinatnoj ravnini u kojoj je A(0,0),
B(a,0), (a > 0), M(x,y). 5 bodova

Mz y)

0=400.0) B, 0) *
Tada je

|MA|2 = z? +y2, |MB|2 =(z — a)2 +y2,

[|IMA* — |[MB[* = a|2z — al. 5 bodova

Visina trokuta M AB je jednaka apsolutnoj vrijednosti ordinate
tocke M. Dakle,

1
P(AMAB) = zalyl. 5 bodova

Iz uvjeta slijedi

k ) k

a2z —al = Zalyl b |2z —a] = Sly|.

2 2

Odavde je
2 a k ili 2z
rT—a= - ili —a=—=
7Y 5 Y

a to su jednadzbe dvaju pravaca. 10 bodova



C()é] ool o ‘.

77 (L ¢/"€/1 °
4. Iz trokuta OCF je |OC| = actg a.
5 bodova
U trokutu ODE je |OF| =7,
(IOC| +|CD))? + |DE|* = «r?
(actga+a)? +a? = r?
\ 2
1+ (1 +ctga)? = (g> )
) 10 bodova
Ako je kut o zadan u radijanima, povriina kruznog isjecka je P; = %,
a kvadrata P; = a2, a njihov omjer je
P 2
Fl = <Z> -% = —g—~[1+(1+ctga)2]. 10 bodova
2 a

Napomena. Ako je kut « zadan u stupnjevima, onda je

P <727 Tada je

. (64
"~ 360°
P1 63

P, 360°

L+ (1 + ctg a)?)]r.
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IV. razred

. Tocka (0,3) je na paraboli f(z) = x2 4 pz + ¢. Tangenta parabole u toj tocki
ima koeficijent smjera £ = —1. Odredite ajezinyjednadzbu. W\.MQ&OQ .

2. Zadan je niz 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, ..., kod kojeg se razlika susjednih ¢lanova,
uvecava za 1.

a) Odredite opéi ¢lan niza.

b) Odredite zbroj prvih n ¢lanova niza, za prirodan broj n.

3. Nadite sve funkcije f : R\ {—1,1} — R koje zadovoljavaju jednadzbu
r—3 3+«
f<m+1> +f(1_$> -

4. Oko okruglog stola sjedi m Zena i n muskaraca (m+n > 3). Kada, u ovisnosti
0 m 1 n, mozemo sa sigurnodcu tvrditi da postoji osoba koja sjedi izmedu dva
muskarca?




crc “ole..  200(.

RjeSenja zadataka za IV. razred.
Svaki tocno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prema podacima je 3 = f(0) = ¢. 5 bodova
Jednadzba tangente je oblika

y—3=-1-(x—-0) tj. y=-—x+3. 5 bodova

Kako tangenta s parabolom ima jedinstvenu zajedni¢ku tocku dodira,
diskriminanta kvadratne jednadzbe 2 + pr +3 = —z + 3 tj.
2+ (p + 1)z = 0, mora biti jednaka nuli. Dakle,

D=(p+1)?%?-4-1-0=0,t. p=—1. 10 bodova

Jednadzba parabole je f(z) = z? — z + 3. 5 bodova

Napomena. Moze se rijesiti i pomo¢u derivacije. (Koeficijent smjera tangente

u tocki (0,3) je (@) = (22 + p)z=0 = p, pa iz danog uvjeta slijedi p = —1.)
z z=0

2. a) Vrijedi:

a = Oa
a; —ay = 1,
az—ay = 2,
pn—2 —Qp-3 = n-—3,
n-] —apn-2 = n—2,
pn —Qpn—1 = n-—1.
5 bodova
Zbrojimo li ove jednakosti, dobijemo
(n—1)n
an=1—+—2+...+(n~3)+(n-—2)+(n—1)=—2—. 5 bodova
b) Nadalje,
n
Sp = ay+ay+...+a, = Zak
k=1
1< 2 1
_ —Z(k2—k) _1 (n(n—i—l)( n+1) n(n+1)>,
2 . 2 6 2
4:1
a odatle,
- 1)n 1 21
Sn = (n Jn(n +1) = n{n ). 15 bodova

6 6



Of’v:/[“(in(«,c ZL)C A

4wy e 3
3. Stavimo li t = ~— ,dobivamo:c=3+t,i
z+1 -t
t—3 3+t
t _ ) = —. 1 10 bodova
fo+r(45) - O v
3+ t—3
Neka je sada t = —+£ Tada je z = ——, 1
1-z t+1
3+1¢ t—3
— ) = ——. 2 10 bod
f(E)vio=-7 @ odova
Zbrajanjem (1) i (2), dobivamo
t—3 3+t 8t
2f(t —_— = .
f()+f<t+1>+f(1-t>J 1—1t?
A
Odavde je
4 t
f(t):m—g 5 bodova
4. Neka je

a broj osoba koje sjede izmedu dva muskarca,
b broj osoba koje sjede izmedu dvije Zene,
¢ broj osoba koje sjede izmedu muskarca i Zene.

Tada je 2a+c=2n i 2b+ c=2m (svaka osoba je susjed dvjema). 5 bodova

Kada ne bi bilo osobe izmedu dva muskarca (a = 0), onda bi svaka
osoba imala najvise jednog susjeda muskarca i bilo bi ¢ = 2n. Odatle
slijedi b = m — n. Kako mora biti b > 0, zaklju¢ujemo m > n. 5 bodova

Ako je m > n, ne mora postojati osoba koja sjedi izmedu dva muskarca,
Sto se vidi na primjeru
MMZZMMZZ.. MMZZM(M)ZZ%Z...,
zavisno o tome da li ima paran ili neparan broj muskaraca.
Ako je m < n onda (prema gornjoj analizi) nikako ne moze biti

a =0, tj. tada moZemo sa sigurnoiéu tvrditi da postoji osoba koja
sjedi izmedu dva muskarca. 5 bodova

Ostaje jo§ razmotriti slucaj m = n.

Ako je m = n = 2k, onda ne mora postojati takva osoba. Tada

postoji ovakav raspored
MMZZMMZZ... 5 bodova

Neka je m = n neparan broj. Neka su stolice obojene naizmjence

crvenom i plavom bojom. Pretpostavimo da na plavim stolicama (ima

ih neparno mnogo) ima vise muskaraca nego Zena (inace

bi to bio slu¢aj s crvenim stolicama). Tada sigurno na neke dvije

"susjedne” plave stolice (izmedu njih je jedna crvena stolica) sjede dva

muskarca. Stoga u ovom slucaju mozemo sa sigurnoséu tvrditi da

postoji osoba koja sjedi izmedu dva muskarca. 5 bodova



