MINISTARSTVO PROSVIETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

6. travnja 2001.

I. razred

1. Ako je z + y + 2z = 0, pojednostavnite izraz

z + y7 + 27
zyz(at+yt + 20

Uputa: najprije izracunajte (z +y)* i (z + y)S.

. .. . ldx+5 0 17z -5
2. Postoji li cijeli broj x za koji su oba broja a:9 1 22 cijela?

3. Kruznice k; 1 k2 s polumjerima r; i 72 {r; < 79) dodiruju se iznutra u tocki
P. Neka je g jedna tangenta na ki, koja ju dodiruje u tocki R, i paralelna je
zajednic¢kom promjeru danih kruznica. Neka su M i N sjecidta tangente g s
ky. Dokazite da je PR simetrala kuta 4 MPN.

4. Dva igraca stavljaju pjeSake na plot¢u dimenzija 2001 x 2001. Igra¢ moZe staviti
pjeSaka na prazno mjesto na plo¢i ako i samo ako u pripadnom retku i stupcu
zajedno, ima viSe od 1000 slobodnih mjesta. Gubi onaj igra¢ koji ne moze
staviti pjeSaka. Koji igra¢ ima pobjednic¢ku strategiju?



o

RjeSenja zadataka za I. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. a) (z + y)* = a* + 42y + 622y? + 429> + ¢4
b) (x4 9)8 = 28 4 625y + 152%y? + 2027y + 152%9% + 62y + ¢°. 5 bodova
Sada imamo

Ty 42T = 2Ty~ (z+y)

= (z+y)[z® — 2%y + 2y® — 23y + 22yt — a9 + 40
—(z® + 625y + 152%y? + 2023y + 152%y* + 62y° + ¥b)]

= —2(=Txdy — 1daty? — 2123y% — 142291 — 72y5)

= Toyz(z* + 20y + 32y + 229° +¢*),

10 bodova

Pyt =t 4yt e+ y)t = 22t + 228y + 322y + 209 + ¢?), 5 bodova
pa dijeljenjem slijedi

T4y 4 27 73:
- ¢ = z,
oyt + 2t 2 y

7
i traZeni izraz je jednak 7 5 bodova
2. Prvo rjesenje. NapiSimo brojeve u obliku

14 5 5 172 — 5 5
x9+ :x+§(x+l), ?2 =$+—1—§(:v—1). 5 bodova
Da bi oba broja bila cijela, morao bi  + 1 biti djeljivs 91z —1s 12,

pa bi (z 4+ 1) i (z — 1) morali biti djeljivi s 3, a oCito ne mogu oba

biti djeljiva s 3 jer se razlikuju za 2. 20 bodova
. . ldx +5
Drugo rjesenje. Pretpostavimo da je I9+ =m i
172 -5
ad =n, gdje su m in cijeli brojevi. 5 bodova
Tada iz
9mn -5 = 12n+5
7 VA
slijedi
3(51m — 56n) = 155. 10 bodova

Kako je lijeva strana posljednje jednakosti djeljiva s 3, a desna nije,
znall da pretpostavka nije istinita, tj. ne postoji cijeli broj x za
dz+5 . 17z -5
i
9 12
3. Neka je O srediste kruznice k.

koji su cijeli brojevi. 10 bodova



Cetverokut OPSR je kvadrat, pa je 4 RPS =4 SRP = 45°. 5 bodova
Nadalje, vrijedi

JSMP =4 NPS. (%) 5 bodova
Sada je

JRPN = JRPS- JNPS=45— 4 NPS,

JMPR = 180°~ 4 PRM— 4 RMP =45°— 4 RMP =45°- 4 SMP,
10 bodova
odakle je 4 RPN =4 M PR. 5 bodova

Napomena. Jednakost (*) nije potrebno dokazivati, iako je dokaz, uz
pravilnu sliku, vrlo lagan:

JSMP=34NMP=4NKP=90°- KPN = 4 NPS.

4. Pobjednicku strategiju ima igrac¢ koji je prvi na potezu.
Oznagimo igrace s A i B. Igra¢ A najprije postavi pjeSaka u srediste
ploce. 5 bodova
Sada B mora postaviti svog pjesaka na neko mjesto. U sljedecem potezu
A postavi svog pjeSaka na polje koje je centralno simetrié¢no polju
na koje je stavio pjeSaka igra¢ B. Dalje igra¢ A provodi istu taktiku, tj.
stavlja svog pjeSaka na polje koje je centralno simetri¢no polju na
koje je stavio pjeSaka igra¢ B, a to uvijek moZe jer drugi igra¢ mora
prvi birati polje. Ta strategija je pobjednicka za igraca A. 20 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
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6. travnja 2001.

1. razred

1. Nadite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

z—1 z—1

1 .
-+ 11 =11

9. Ako su svakoj od jednadibi z?+pz+q =0 i z2+px—q =0 oba
rjedenja cjelobrojna, dokazite da tada postoje cijeli brojevi a i b takvida je
p® =a’ + b2

3. a_)_’_ﬁokutu ABC upisana je kruznica koja redom dodiruje stranice BC, CA4,
AB utockama D, E, F. Dokazite da se pravci AD, BE, CF sijeku u istoj
tocki P.

b) Dokazite da nijedan od kutova ¢ APB, 4 BPC, 4CPA nije pravi.
4. Neka sun i k prirodni brojevi. Dokazite da broj znamenaka u zapisu broja

5" nije veéi od k, ako i samo ako broj znamenaka u zapisu broja 2" nije
vetiod n—k+1.



Rjedenja zadataka za II. razred.
Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Iz danog uvieta se vidi da mora biti

- =0 ili - =-1+41. 5 bodova
z—1 z—1
Prvi sluéaj, o€ito, nije mogu¢. 5 bodova
U drugom je ‘
1
- = =141,
z—1
. 1 —-1-—1 1
Z—1 = _ e — -

i
z = ——+=.
2
15 bodova
Drugo rjeSenje. Uvritavajuéi z = x + iy, dobivamo
1 1
— + ll = 1 —_— —i! = 1, 5 bodova
Tty —1 T+iy—1
a:+1+i(y—1). 1 Yy —1iT l _ 1
z+i(y — 1) z+i(y —1) ’
lz+1+i(y -1 = |z+ily -1 ly —iz| = |e+ily—1),
+1)2+@y-1° = 2+ (@-1)° v +z? = 2+ (-1
r = —% y = —;- 15 bodova

L
Dakle, z = ) + % 5 bodova



2. Najprije ¢emo pokazati da p i ¢ moraju biti cijeli brojevi.
Neka je p2 — 4¢ = m? i p? +4¢ = n?, za neke pozitivne realne
brojeve m i n. Rjesenja kvadratne jednadzbe 22 + pz + ¢ = 0 su
(—p +m)/2. Kako zbroj obaju rjeenja mora biti cijeli broj, mora —p
biti cijeli broj, tj. i p je cijeli broj. Buduéi da je i razlika rjesenja cijeli
broj, mora m biti cijeli broj. Kako je i produkt rjesenja cijeli broj, ¢
mora biti cijeli broj. (Sli¢no se iz druge jednadzbe dobiva da n mora
biti cijeli broj.)

Iz p? —4qg =m? i p? + 4¢ = n? zakljucéujemo da m i
n moraju biti iste parnosti kao p.
Zbrajanjem ovih jednakosti dobije se 2p% = m? + n?, tj.

2_m2;—n2 [(m+n)]2+[(m—n)]2’

= 2 2

§to je zbroj dvaju kvadrata cijelih brojeva, jer su m i n iste parnosti.
m+n m-n ,

ib=

Zato mozemo staviti a = 5

3. a) Neka je BENCF = P i APN BC = D’. Iz omjera povrsina
trokuta dobivamo:

P(ABP)  |AA| |AE|] s-a
P(BCP) ~ |CC'| |CE| s-c’
P(BCP) _ |BF| _s—b
P(CAP) =~ |AF] s-a’

odakle je,

|[BD'| P(ABP) s—b _|BD|
|CD'| ~ P(CAP)  s-c |CD|’

a odavde je D' = D. Zato se pravci AD, BE, CF sijeku u istoj tocki.

B s-b  D'= s-¢ C
Napomena. Zadatak se moze rijesiti i pomoc¢u Cevinog teorema. Iz

_ P(ABP) P(BCP) P(CAP) |AE| |BF| |CD|
~ P(BCP) P(CAP) P(ABP) |CE| |AF| |BD|’

10 bodova

5 bodova

10 bodova

15 bodova

po Cevinom teoremu slijedi da se pravei AD, BE i CF sijeku u jednoj tocki.



T 5

b) Pretpostavimo da je 4 BPC = 3 tj. |BP|? +|CP|* = d* Tada
bi bilo
i 9CPE =

SR

I BPF =

Bl

o]y

pa je zato |[BF| > |BP| i |CE| > |CPj, i vrijedilo bi

|BP|? + |CP|* < |BF|* +|CE|* = |BD|* + [CD|* < (|BD| + |DC|)? = a?,

3to je u suprotnosti s pretpostavkom. Zato 4 BPC ne moze biti pravi. 10 bodova
4.
Broj znamenaka u zapisu broja 5" je manji ili jednak k

= 5" < 10F
= 10" < 10%.2"
== 10"k <o
= 10" * <2"  (jer je uvijek 10"7F # 2m)

pa je broj znamenaka u zapisu od 2" veéi ili jednak od n — k + 1. 25 bodova
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III. razred

1. Odredite sve parove (z,y) realnih brojeva za koje vrijedi

1 1\?
2 cos? — = o1 =—(y==).
log, [ cos“(zy) + 2cos2(:cy)] <y 2)

2. Toctka P nalazi se unutar trokuta ABC tako da je ¢ PAB = 4 PBC
= J PCA = ¢. Ako su «, f 1~y kutovi trokuta, dokazite da je

1 1 1 1
=773

: = - + - + — .
sin®¢p sina  sin?pB  sin’vy

3. Svaka od cetiri kugle radijusa R dodiruje preostale tri. Izratunajte radijus r
kugle koja se moZe upisati izmedu njih.

4. Na jednom automatu koji radi na Zetone od po 1, 10 i 25 kuna mozete igrati
ovu igru: ako stavite Zeton od 1 kune, dobijete jedan zeton od 10 kuna; ako
stavite zeton od 10 kuna, dobijete jedan Zeton od 1 kune 1 jedan Zeton od 25
kuna; ako stavite zeton od 25 kuna, dobijete dva Zzetona od po 10 kuna. Na
pocetku ste imali jedan Zeton od 10 kuna. Nakon nekog vremena utvrdili ste
da imate to¢no 100 Zetona od 1 kune i nedto drugih Zetona. Koja je najmanja
vrijednost Zetona koju ste do tada mogli osvojili?



Rjesenja zadataka za II1. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. S obzirom da su 2cos*(zy) 1 pozitivni brojevi, mozemo

2 cos?(zy)
primijeniti AG nejednakost:
2 cos®(xy) + Ll > 2,[2cos?(zy) - 1 = 2. 5 bodova
) 2 cos?(zy) ~ ) 2 cos?(zy)
Odavde slijedi,
1

log, [2 cos®(zy) + } —1>logy2—1=0.

2 cos?(zy)
1\ 2
S druge strane je — (y — 5) < 0. Dakle, da bi vrijedila jednakost,

1
mora biti y = 3 1
2 cos?(zy) = ; 10 bodova
2 cos?(zy)

Slijedi,

T
2cos” — =

Odavde dobivamo

60845_3 N cos2$—1 1+cosz 1
2 4 2 2 2 2
. . T
tJ.cosx:01x:§+k7r, keZ.
2k +1 1
Dakle, (a;,y)e{((“—;ﬂ,i) : IcGZ}. 10 bodova

2. Neka je P povrsina trokuta ABC, a, b, ¢, duljine njegovih
stranica i |AP| ==z, |BP| =1y, |CP| = z.
Kako je §CAP = 4CAB—~ 4 PAB =a - ¢, to je 4 APC = 180° — a.
Primijenimo poucak o sinusima redom na trokute CAP, ABP, BCP:

z sin @ __singp
b sin(180° — «)  sina’
Y sin @
c sin 3’
2 Sin
a siny’



10 bodova
Vrijedi
P = P(ABP)+ P(BCP)+ P(CAP)
_ xesing | yasing | zbsing
B 2 2 2
5 bodova
Kako je 2P = bcsina = casin 8 = absin~y, to je
1 zc ya zb
- = — + — + —,
sin becsina  casinf  absiny
1 T z
— = T (%)
sin ¢ bsina csinff  asinvy
Uvrstimo 1i te jednakosti u (*), dobijemo
1
LI ! 10 bodova

- = — + - + = .
sinf¢  sin?a  sin?f  sin’qy



3. Sredista danih kugala su vrhovi pravilnog tetraedra brida
duljine a = 2R. Srediste traZene kugle je njegovo srediste
(teziste), koje oznadimo s T. Sada vrijedi R +r = |AT|.

4

Teziste dijeli teziSnicu tetraedra u omjeru |AT|: |TO|=3:1,
. 3 3 . ..
tj. |AT| = ZIAOI =V gdje je v visina tetraedra.

Iz trokuta AOK se dobiva:
|AO]* = |AK|* - |OK/?

- (- o
vo= a\/g = 2R\/§.

6
Sada je |AT| = RVG 1 konaéno

R(V6 - 2)
OB

T =

4. Prvo rjesenje. Neka (a, b, ¢) oznacava trenutan broj zetona:

a od 1 kune, b od 10 kuna i ¢ od 25 kuna. Nakon
ubacivanja zetona od 1 kune, imat ¢emo (a — 1,b+ 1, ¢);
ubacivanja zetona od 10 kuna, imat ¢emo (a + 1,0 —1,c+ 1);
ubacivanja zetona od 25 kuna, imat ¢emo (a,b + 2,2 —1).

Na pocetku smo imali (0,1,0). Recimo da smo z puta ubacili

jedan zeton od 1 kune, y puta Zeton od 10 kuna i z puta Zeton od

25 kuna. Nakon toga imat ¢emo
(—x+yl+z—-y+22,y-2)
IKako na kraju imamo toéno 100 Zetona od 1 kune, dobivamo

—2 4y = 100.

5 bodova

5 bodova

10 bodova

5 bodova,

5 bodova

5 bodova



Nadimo najmanju mogucu vrijedost za
S = 1-(~ax+y)+10-(1+a—y+22)+25 (y— =)
= 10+ 92 + 16y —~ 5=z.
Zbog x = y — 100, ovaj izraz prelazi u
S =104+ 9y — 900 + 16y — 5z = —890 + 5(5y — z).

To ¢ée biti najmanje kada 5y — z bude najmanje moguce. Mora biti

y §to manje, a z §to vece.

Uo¢imo da mora biti: 1 +x -y +2z2>0,y —z >0,

odnosno, 2z > 99, 2 > 501y > z.

Rezultat je najmanji za y = z = 100, i tada je S = 1110. 10 bodova

Pogledajmo da li je zaista mogao na kraju osvojiti to¢no 1110 kuna.

Ubacivanjem jednog Zetona od 10 kuna i onda Zetona od 25 kuna,

dobiva se Zeton od 1 kune i Zeton od 10 kuna. Poéevéi s jednim

zetonom od 10 kuna i naizmjeniénim ubacivanjem Zetona od 10 i

25 kuna dobije se 100 Zzetona od 1 i 101 Zeton od 10 kuna.

Ukupna, minimalna zarada od M = 1110 kuna zaista se moze osvojiti. 5 bodova

Drugo rjeSenje. Pretpostavimo da se za vrijeme igre ubaci z Zetona
od 1 kune, y Zetona od 10 kuna i z Zetona od 25 kuna, a na kraju
ima X Zzetona od 1 kune, Y Zetona od 10 kuna i Z Zetona od
25 kuna. Znamo da je X = 100.

Svaki put kada se ubaci Zeton od 10 kuna poveéa se broj zetona

od 1 kune za jedan i svaki put kada se ubaci Zeton

od 1 kune smanji se broj zetona od 1 kune za jedan. Naravno, kada
se ubaci zeton od 25 kuna nije se mijenjao broj Zetona od 1 kune.
Kako na pocetku nije imao nijedan Zeton od 1 kune, vrijedi

X =y—=x

Kada se ubaci Zeton od 10 kuna broj zetona od 25 kuna se

poveca za jedan i svaki put kada se ubaci zeton od 25 kuna, broj
zetona od 25 kuna se smanji za jedan. Ubacivanje zetona od 1 kune
nije utjecalo na broj Zetona od 25 kuna, a kako na poéetku nije

bio nijedan Zeton od 25 kuna, vrijedi

Z=y—-z

Na kraju, izrazimo Y, uzimajuéi u obzir da se ubacivanjem jednog zetona
od 1 kune, broj zetona od 10 kuna povecao za jedan;

svaki put kada se ubaci Zeton od 10 kuna, njihov broj se

smanjio za jedan; i svaki put kada se ubaci Zeton od 25 kuna,

broj zetona od 10 kuna se poveca za dva. Kako je na pocetku

bio jedan zeton od 10 kuna,

Y=1+2—y+ 2z 10 bodova



Iz jednadzbi koje su izvedene dobiva se
Y+2Z=14+y+zx>21+y—xz=1+X,

pri éemu nejednakost vrijedi jer je x+ > 0. Neka je .S ukupna vrijednost
u kunama koju je na kraju osvojio. Tada je

S = X +10Y +25Z> X +10(Y +22)

> X +10(X +1)=11X + 10 = 1110.

Dakle, imao je vrijednost Zetona od barem 1110 kuna. 10 bodova

Da je to zaista najmanja osvojena zarada, moze se dokazati kao na
kraju prvog rjeSenja.
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IV. razred

1. Odredite geometrijsko mjesto tocaka M u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini

takvih da su tangente povucene iz tocke M na parabolu y = 2?> medusobno
okomite.
2. Odredite sumu brojeva
14+2-243-22+4-254+5.2% + ... 42001 - 22000,
3. a) Koliko ima permutacija skupa {1,2,3,...,n} u kojima brojevi 1 i 2 nisu
susjedni?
b) Koliko ima permutacija skupa {1,2,3,...,n} u kojima nikoja dva elementa

skupa {1,2,3} nisu susjedna?

4. Dokazite da postoji bar jedan pravac koji istodobno raspolavlja i povrsinu i
opseg danog konveksnog mnogokuta.



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki toéno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Jednadzbu tangente koja prolazi kroz tocku (xg, yo) zapisimo
u obliku

y = k(z — 20) + Yo,

gdje je k koeficijent smjera tangente. Kako ona dodiruje parabolu
y = 2 imamo

z? = k(x — 20) + ¥o,

2 —kx + kxg —yo = 0.

10 bodova
Kako tangenta dodiruje parabolu u jednoj i samo jednoj tocki, mora
diskriminanta ove kvadratne jednadzbe biti jednaka nuli, tj.
k? — 4zok + 4yo = 0. (1) 5 bodova

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su koeficijenti smjerova k; i kg
tangenata iz totaka trazenog skupa na parabolu. Kako su one medusobno

okomite, mora biti k1ky = —1. Iz kvadratne jednadzbe (1) dobivamo
kiko = 4y, tj. 4dyo = —1. 5 bodova
Vidimo da uvjet okomitosti ne ovisi 0 xg. Zato je trazeni skup
toéaka pravac y = —i. 5 bodova
2. Oznaéimo ovu sumu sa S. Tada je
S = 1 4+ 2 + 922 4 9% 4 . 4 92199 L 92000
+ 2+ 22 4 2 4 L 4 21999 4 92000
+ 922 4+ 93 4 ... 4 9l999 L 92000
+ 023 4+ L 4 21999 4 22000

4 91999 + 92000

+ 92000

5 bodova
U svakom retku je zbroj ¢lanova geometrijskog niza. Zato je



1. (22001 _ 1) 9.(22000 _ ) 2199922 — 1) 2000
g - 4 i +2 2-1
21 2-1 T T ey

= 200122001 — (142422 4 ... 4 21999 4 22000)

2001
R ——
2-1

2000 - 22001 4 1.

Il

20 bodova

3. a) Od broja svih permutacija skupa {1,2.3,...,n}, tj. n!,
treba oduzeti broj permutacija kod kojih se pojavljuju 1 i 2 zajedno.
Broj permutacija kod kojih se pojavljuje 12 ima (n — 1)!, jer 12
promatramo kao jedan element. Isto tako je broj permutacija kod kojih se
pojavljuje 21 jednak (n — 1)!. Dakle, broj svih permutacija kod
kojih se ne pojavijuje 12 ili 21 je jednak

nl—2-(n—1. 10 bodova

b) Skup A svih permutacija skupa {1,2,3,...,n} ima n! elemenata.
Neka su B, C, D skupovi permutacija kod kojih su susjedni, tim redom,
112,113, 2i3. Prema dokazu iz a) svaki od skupova B, C, D, ima
po 2 - (n — 1)l. Svaku permutaciju u kojoj se pojavljuje abe, pri éemu
je {a,b,c} = {1,2,3}, brojili smo dvaput, one u kojoj se pojavljuje ab
i be. Broj permutacija kod kojih se pojavljuje dano abc
ima (n — 2)!. Kako je broj permutacija skupa {1,2,3} jednak 6, broj
svih permutacija kod kojih su susjedna neka dva od brojeva
1, 2, 3, jednak je 6 - (n — 1)! — 6 - (n — 2)!. Zato je broj svih permutacija
kod kojih nisu susjedna nikoja dva od brojeva 1, 2, 3, jednak

nl—6-(n—1!+6-(n-2). 15 bodova

4. a) DokaZimo najprije da za svaki smjer postoji to¢no jedan pravac
tog smjera, koji raspolavlja dani mnogokut (bilo u smislu
povrdina ili u smislu opsega). Zbog jednostavnosti uzmimo da se
radi o horizontalnim pravcima. ‘ranslatirajmo promatrani pravac
od gornjeg ruba prema dolje. Povrsina (ili opseg) gornjeg dijela
mnokokuta raste, a donjeg dijela pada, pa postoji tofno jedan
polozaj pravca kod kojeg su oba dijela (gornji i donji) jednaki.

Y
|

10 bodova



