MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje uéenika
srednjih skola Republike Hrvatske

25. ozujka 2002.

1. razred

1. Na gornjem dijelu kruznice sa sredistem O nalaze se tocke A, B, C, D, E, tako
da je § AOB = 60°, 4 AOC = 90°, 4 AOD = 120°, 4 AOE = 180°. Ako je P
tocka koja dijeli polumjer OA u omjeru zlatnog reza, tj. |OP|: |[PA| = |PA| :
|OA|, odredite medusobne omjere kvadrata udaljenosti |PA|?, |PB|?, |PC|?,
|PD|?, |PE|*.

2. U Kartezijevoj koordinatnoj ravnini skicirajte skup tocaka (z,y) koje zadovo-

ljavaju uvjet

el 4yl = 2| > L.

3. Unutar kvadrata stranice duljine 1 nacrtani su svi jednakokraéni trokuti ko-
Jima je baza stranica kvadrata, a vrh poloviste nasuprotne stranice. Odredite
povrsinu osmerokuta koji je presjek ta cetiri trokuta.

4. Neka je a realan broj takav da je «® — a3 4 a = 2. Dokazite da vrijede nejed-
nakosti

3<a’ < 4.



Rjedenja zadataka za 1. razred.
Svaki toc¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Za [OA] = 2 imamo redom
A=(2,0), B=(1,V3), C=(0,2), D=(-1.V3), E = (-2,0),
aza P =(z,y)je
vi(2-2)=(2-2):2, tj. 2>—6r+4=0.

To je ekvivalentno s (z — 3)? = 5, odakle dobivamo ; = 34+ /5 i
9 = 3 — /5. 5 bodova

Odgovara jedino x = 3 — /5. Zato je P = (3 — v/5,0). Sada dobivamo
redom

[PAP = (2-3+V5)? = (V5-1) = 23-V5),
IPBI> = (2-V5)24+3 = 12-4V5 = 4(3—-5),
[PCI? = 3-V5)2+22 = 18-6V5 = 6(3—5),
|PDI? = (4—-V5)?2+3 = 24-8/5 = 8(3-5),
|IPE[* = (5-V5)?% = 30-10v5 = 10(3 — V5),

20 bodova
pa je zato

[PA?:|PBJ|*: |PC|? . |PD|?> . |PE|> =1:2:3:4:5.



2. Moramo promatrati dva slucaja:

1° Jzl+yl-2>1 i 20 Ja|+lyl—2< -1

ol + [yl = 3 o] +lyl < 1.
5 bodova
Skicirajmo skup tocaka za koje je |x| + |y| =k, &k € N. Ovdje moramo
promatrati ¢etiri slucaja:
1) 220, y>0 = a+y=~*k,
2) 2<0,y>0 = —x+y=*h,
3) £<0,y<0 = —z-y=k,
4) z2>0,y<0 = z-y==k.
Trazeni skup totaka je kvadrat s vrhovima u tockama (+k, +k).
y
k
-k k X
-k
5 bodova

Prvu nejednakost zadovoljavaju tocke izvan ili na rubu kvadrata
s vrhovima u to¢kama (%3, £3). Druga je zadovoljena za todke
unutar ili na rubu kvadrata s vrhovima u tockama (&1, £1).

////y,,/)/

.
////////
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<

15 bodova



3. Prvo rjesenje. Od danog kvadrata moze se sloziti pet

kvadrata stranice duljine x, pa je 22 = — (slika 1). 5 bodova
5
E E
C
E E
~_ B B
C A o
B B
E E
E
y p > p
B C
E E
Slika 1. Slika 2.
5 bodova

Oznacimo li s A povrsinu trazenog osmerokuta, a s B povrsinu
svakog oznacenog trokuta, dobivamg

1
A+4B = = 5 bodova

- . e .3 5 .
Podebljani pravokutni trokut ima duljine stranica 525 2z, 7% koje se
odnose kao 3 :4: 5, pa isto vrijedi i za trokut povrgine B koji mu je

slican. Ako su mu duljine stranica 3y, 4y, 5y, tada je 12y = x. Povrsina B je jednaka
1 : 2’ L1 1
B=2 '3y 4y=6y>=6- — = — . — = —.

p Y= 144 24 5 120

1

1
'?;'6 = 'é 10 bodova

. . 1
Konaéno je A = -

Drugo rjesenje. Slika, 2.
Uz oznake kao na slici dobivamo:

1
A+4B = - 1)
5
5 11
T4 5 20
1 1 1 1
C+2E== = (=« — =",
8 s 10 40
1 1 1 1 1 1
B C" PJ:_'—:— = B:—_-—__ P .
He 502 12 1240 20 120°

1 -
(1) = A=-- = -, 25 bodova
)



(2]

4. Sredivanjem dobivamo:
a®+1 = ()P +1 = (a®>+1)(a* —a® +1)

2
: 1 - . 1
- ot (> —a*+a) = 2 <a, + —> :

a a

Odavde zakljuéujemo da zbog a® > 0 slijedi a® +1 > 0 i
1

2 <(1 + —> >0, t). a> 0. 5 bodova
a

Sada mozemo primijeniti A-G nejednakost:

6 1 1
e +1=2|a+—-) 24y/a-— =4
a a

Nejednakost mora biti stroga jer iz a = — slijedi @ = 1, a ovo ne
a

zadovoljava uvjet a® — a® 4 a = 2. Odavde slijedi a® > 3. 10 bodova

Dokazimo sada drugu nejednakost:

ad+2 = d+a /:d°
2 , 1 AG 1
1+—3:0, +‘—2 _>_ 2 (12'—522.
a a a

1
Nejednakost je stroga jer je opet a? # —. Odavde slijedi
a

<2t of <4 10 bodova
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II. razred

. Odredite i skicirajte skup totaka u kompleksnoj ravnini koji je odreden uvje-
tom

2. Oko kruznice polumjera 1 polozeno je Sest kruZnica polumjera r, tako da svaka
dodiruje izvana sredidnju kruznicu (polumjera 1) i dvije susjedne kruznice
polumjera r.~ Oko ovih kruznica-polozeno je jos Sest vecih kruznica polum-
jera R, od kojih svaka dodiruje izvana dvije kruznice polumjera r i dvije vece
kruznice (polumjera R). Izracunajte polumjere r i R.

3. Za koje realne brojeve a jednadzba

a? a? a? a? a?

i) e e e e ) G G D) wr @)

ima sva rjeSenja realna?

4. Ako je n > 3, odredite sva realna rjesenja sistema jednadzbi
2 —

ry —29x3...%, = 0,

3:%~x1x3...;vn = 0,

2t —ayxe. . . = 0.

"



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijesen zadaiak vrijedi 25 bodova.

1. Za z = 2 + 2y redom lnamo:

1 T =1y T —y

1
z T4y x—iy  x+y?

T LT
1- y
-T2+y2 I2+y2

2 2 2
- (7))
ity e+ Yy

22 + (22 + % + y)?
(.’L'2 + y2)2

22 + (2 + y?)? 4+ 2y(x? + %) + o2
(ZE2 +y2)2

2?2 +y? +2y+1
2 +y? )

A Y

20 bodova
Sada je

2 2 2
+ 2y+1
o DYWL,
v +y

1
S 2y+1<0 & yg—i.

Rjesenje su svi kompleksni brojevi takvi da je Im z < -3 5 bodova

y

0 X

T
"/////5/// 7 ////é




2. Polumjer svake od Sest kruznica oko sredisnje, jednak je r = 1.
Naime, u vrhove pravilnog Sesterokuta stranice a = 2 postavimo
Sest kruznica polumjera r = 1, i upiSemo kruznicu polumjera 1 sa
sredistem u sredistu pravilnog Sesterokuta (slika 1).

Slika 1. Slika 2.

Preostaje izra¢unati polumjer R velikih kruznica (slika 2). Koristit ¢emo
sliénost trokuta:

C'A S_C’
ASAB ~ ASA'B' = R= l—E—A—II = lTﬁ (1) 10 bodova

Kako je
|SC'| = |SB|+|BC'| = 2+ /(R+1)? - R? = 2+ V2R +1,

|sC| = VA-1 = V3,
iz (1) dobivamo jednadzbu

2+ VIR +1
R=>"Y_
V3

a kvadriranjem i sredivanjem kvadratnu jednadzbu

3R? —2(1 +2V3)R+3=0. 10 bodova

Njezina rjesScnja su

Ry

1+2\/§+2/1 +V3
3 '

5 bodova

Zbog [ > 1 shjedi IR =



3. Uocimo da rjeSenje 2 mora biti razliéito od
0, -1, -2, -3, -4, —=5. 5 bodova
Nadalje

1 1 — 1
_ Yt Y- l 5 bodova

yiy+1)  yly+1) y y+1

Stoga jednadzbu mozemo zapisati u obliku

(62 (o) ()
a _ — —— —_
z x+1 x+1 zx+2 z+2 z+43

o) s =
r+3 x+4 r+4 x+5/]
e )=y,
T xT+95

z? + 5z — 5a°
x? + 5z

Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su

~5 + /25 + 20a? cR

odakle dobivamo

i nakon sredivanja,

=0, ¢t 22 + 5z — 5a% = 0.

12 = 9
za svaki a € R. ‘ E ' ' ) - 10 bodova
Uocimo da mora biti:
z # 0, -1, -2, =3, —4, -5,
20 # 0, —2, —4, —6, —8, —10,
2z+5 # 5,3,1, -1, =3, =5,
+v25 +20a2 # 5, 3,1, -1, =3, -5,
25 4+ 202 # 25,9, 1,
20a> # 0, —16, —24,
a’> # 0,

a # 0.

Dakle, jednadzba ima sva rjesenja realna za sve a € R\{0}. 5 bodova



4. NapiSemo li jednadzbe u obliku

Nl 0 .

Ty = T2L3...Tn,

2 .

R L RUN RN i

2 - e .
X, = I1X2...Tn-1,

1 pomnozimo ih, dobivamo

(x129... x)? = (2129 .. .:cn)"_l.

Ako je z1zy ...z, = 0, onda je bar jedan od brojeva
T1, T3, ... Tn, jednak nuli, pa moraju svi biti jednaki nuli.

Neka je sada zyx9...1, # 0.
Ako je n paran, onda je z;23...2, = 1. U ovom slucaju je

9 r1x9...Tn 1 3 . .
Tj=——— = — s=1 ) zi=1, 7=12,...,n
Zj Zj

Ako je n neparan i n # 3, onda je

r1x9...% 1 * . .
pf= T = = gl=41, ) 7=, j=12,.
Zj T
Ako je n = 3, imamo sustav
2 = 197
1 — 243,
2 .
Ty = 3T,
W2
T3 = T2

5 bodova

5 bodova

5 bodova

, M.

5 bodova

Neka je ¢ € R takav da je zjz223 = c3. Ako je ¢ = 0, onda je z; = 2 = 23 = 0.

Ako je ¢ # 0, onda je

T1T2X3 . .
x?z———— = z22=c tj. 2;=c¢ j=12,3
.
J

Dakle, za n = 3 rjeSenje je z; = ¢, c€ R, 7=1,2,3.

5 bodova
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III. razred

1. Ako je ABCD kvadrat i P bilo koja tofka u njegovoj ravnini, dokazite da se
okomice iz tocaka B, C, D, A redom na pravce AP, BP, CP, DP sijeku u
istoj tocki.

2. U paralelogramu su duljine stranica |AB| = a i |BC| = b, a kut izmedu

dijagonala 4 AOB = a, gdje je O sjecite dijagonala. Kolika je udaljenost h
stranica AB i CD?

A
3. Odredite duljine bridova pravilne uspravne ¢etverostrane prizme ako su one

prirodni brojevi a oplosje prizme je numeri¢ki jednako zbroju duljina svih
bridova.

4. Odredite kutove a 1 § pravokutnog trokuta ako vrijedi

tga+tg B +tgla+tg?B+tgla+tgds =170

Napomena. Dovoljno je odrediti tg v 1 tg 3.



Rjesenja zadataka za IIL. razred.
Svaki toéno rijesen zadatak vrijedi 256 bodova.

1. Prvo rjesenje. (Slika 1.) Neka je Q slika od P pri rotaciji
oko sredista O kvadrata ABCD za 90°, koja preslikava A — B, B — C|
C — D, D — A. Ta rotacija preslikava pravce DP, AP, BP, CP
redom na pravce AQ, BQ, CQ, DQ, koji se sijeku u istoj tocki.

y
D C B@.1)
o
oP(u,v)
C-L0)
o o Agoy *
P

D@1

A B
Slika 1. Slika 2. 25 bodova

Drugo rjesenje. Uz oznake na slici 2 pravei AP, BP, CP, DP

imaju koeficijente smjerova
.

v v—1 v v+1
u—1’ u w41’ U

H

pa okomice iz tocaka B, C, D, A redom na te pravce imaju jednadzbe:

1—u
[ 1 = z (1)’
v
u
= +1 2),
y T @+l (2)
u+1
v
u
= - z—1). 4
y mer i Gy (4)
15 bodova
Oduzimanjem prve i tre¢e jednadzbe dobivamo
9
—-2=—-ux 5 bodova
v
s rjeseujem x = —v, a onda se iz svake jednadzbe (1)-(4) dobiva

y = u. Zato se éetiri pravca (1)-(4) sijeku u tocki Q(—v,u). 5 bodova



2. Prikazimo povrsinu P paralelograma na dva naéina.

P = 4Paapo = 2|OA|-|OB|sina.

P |AB|-|DH| = ah,

gdje je a kut izmedu dijagonala.

A

Da bismo odredili |OA| - [OB]| primijenit éemo kosinusov

pouéak na trokute OAB i OBC:

a? |OA|? + |OB|? — 2|0A| - |OB|cosa.

I

b? |OB|? + |OC|? + 2|0B| - |OC| cos a.
= |OB|? + |OA]? + 2|OB| - [OA] cosa.

Zbrajanjem jednakosti (3) i (4) dobivamo
(0A2 + |OBJ? = %(a21+ b,

Odavde i iz (3) slijedi

1

A|-|OB} =
|O||O| 4cosa

Iz (1) je tada
L2 o
P = 5(1) —a‘)tga.

Sada iz (2) slijedi

(b? — a?).

(4)

5 bodova

15 bodova

5 bodova



3. Neka su a i b duljine temeljnog i pobocnog brida. Tada je

8a+4b = 2a’ + dab, tj.
20 = ala+2b-4), (1)
5 bodova
odakle slijedi da je a paran broj. Ako je @ = 2a’, tada je
b=ala +b—2)=na, 5 bodova
gdje je n € N. Uz b = na iz (1) slijedi
2na = a(a+2na —4),
2n = a+2na—4, tj
2n+4 3
pa— = _I_ ;
2n+1 2n+1
10 bodova
Zato je nuzno n =1, a = 2, b = 2. Imamo kocku sa zbrojem
duljina bridova 12 -2 = 24 i oplo§jem 6 - 4 = 24. 5 bodova
»
. . . 1 .
4. Stavimo li tga = z, tada je tg 8 = tg(90° — o) = ctga = —, pa je
x
1, 1 5 1
z+-—+z°+ 5+ +—5 =70 5 bodova
o 1 .
Uz supstituciju £ + — = y dobivamo
x
2 2 1 - 2, 1 2 .
y: = 42+ 5 b T+ 5=y -2 1
x T
1 1 1 1
y: = x3+3m2-—+3x~—2+—§ t). m3+—3:y3—3y.
x x x x
Sada imamo
y+ @ -2)+ @ -3y = 70, 4
VY yt -2 -T2 = 0,
yiy —4) +5y(y —4) + 18(y —4) = 0,
(y -y +5y+18) = 0, (y*+5y+18>0),
= y = 4,
|
r+ - = 4,
ks
b odr el o= 0 = r.=24+V3

20 bodova
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IV. razred

1. Odredite skup svih sredista kruznica koje izvana dodiruju kruznice

2yt =9 i (x —5)2 +y? =4.

2. Ivica mjeri svoju visinu na kraju svake skolske godine. Do kraja osmog razreda
osnovne Skole visina je rasla kao aritmeticki niz, a od tada kao geometrijski
niz. Dokazite da Ivica u prvom razredu osnovne Skole nije bio visi od 120 cm,
ako je na kraju sedmog razreda imao 154 cm, na kraju prvog razreda srednje
Skole 165 cm, a na kraju treéeg razreda srednje skole 176 cm.

Napomena. Nije dozvoljeno koristiti kalkulator!

3. Na matematickom natjecanju sudjelovalo je devet ucenika. Odredite koliko je
zadataka postavijeno, ako su svaki zadatak rijesila to€no tri ucenika i ako za
svaki par uc¢enika postoji tocno jedan zadatak koji su oboje rijesili.

4. Nadite sve funkcije f : (0, +00) — (0,+00) za koje vrijedi

f(x)f(y) = f(2¥), =zasvako z,y > 0.



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka je C'(x,y) srediste kruznice koja izvana dodiruje dane
kruznice, (vidi sliku). Sredista danih kruznica su O = (0,0) 1 S = (5,0).

Y

Tada imamo

ICD| = |CO|—-|DO| = a?+y? -3,
|CE| = |CS|—|ES| = {x—=5)*+y? -2,
cD| = |CE|
10 bodova
odakle slijedi
VAT -3 = ST -2
Vai+yr— (x5 +y? = 1, /)?
2?4yt -5 +12 = 2 4+ y?)(2? + y? - 10z + 25), /?
{ Y /
242? — 1202 — > + 144 = 0,
N2
24 (:1: - t;) —y? = 6.

Trazeni skup sredista je desni dio hiperbole ¢ija je ovo jednadzba. 15 bodova



2. Na kraju prvog razreda osnovne skole Ivica je bio visok z,
a na kraju sedmog razreda, @ + 6d = «. Na kraju prvog razreda
srednje Skole bio je visok ¢(x 4 7d) = b, a na kraju treéeg razreda
¢*(x + 7d) = c. Dakle, treba izracunati x iz sistema jednadibi:

r+6d = a, (1)
g +7d) = b, (2)

Gla+7d) = ¢ (3)

ako je ¢ = 154 ¢m, b = 165 cm 1 ¢ = 176 cm. 3 bodova

Dijeljenjem jednadzbe (3) s (2) dobiva se

:_C _\/§
=73 =1/
Odavde slijedi
b bV 6
4+ 7d = - = ——= C =
)T Y 6b b
60 L gq —* VB (4)
7 7e
1 66/ b 6bv'h
Hi4) = - g—%—, v="Ta— \/\Ff

15 bodova
Treba pokazati da je a2 < 120, tj.

6 - 165165 151115 11
_ 6 165VI6S og o g - 801801 <120

V176 N V16 - 11

_6-15-11v15
4

7-154

< —-958 & 49515 > 1916 /?

& 24502515 > 3671056 <« 3675375 > 3671056.
Kako je posljednja nejednakost to¢na, vrijedi i polazna. 5 bodova

3. Prvo rjesenje. Pretpostavimo da je neki od ucenika
(npr. Ivica) rijesio n zadataka. Svaki od tih zadataka rijesilo je
osim Ivice jos dvoje ucenika, dakle ukupno 2n ucenika. S druge
strane svaki od 8 uéenika, razlicitih od Ivice, rijesio je tocno
jedan od 7Ivicinih™ zadataka, pa je 2n = 8, tj. n = 4. Dakle, svaki
ucenik rijesio je tocno 4 zadatka. Ako s @ oznacimo ukupan broj
zadataka, vrijedi

30 =9-4 = L= 12 25 bodova



Drugo rjesenje. Brojimo na dva nagina trojke (U, Uy, Z), pri
cemu su Uy 1 Uy dva uéenika koji su rijesili zadatak Z. Za svaki izbor
(U, Uy) postoji tocno jedan Z, pa trojki ima 9 -8 = 72. S druge
strane, bilo koji zadatak Z rijesilo je troje ucenika, od kojih
mozemo izabrati par (U, Us) na 6 nacina. Prema towme, trojki
nua 6, gdje je v ukupan broj zadataka. Slijedi 6.0 = 72, odakle
je =12 25 bodova

4. Uocimo da funkcija f(x) =1 za svako x > 0 zadovoljava
uvjete zadatka. 2 boda
Nadalje, lako se vidi da funkcija f(2) = 2 takoder zadovoljava
uvjete zadatka. 2 boda

Pretpostavimo da je f(a) # 1 za neki @ > 0. Tada je

Ff @) = patyy = F@®)Y) = fa™) /W) = o)/ @) (y)

= flzy) = f(2)f(y), zasvakir,y >0, (1)
jer je f(a) # 1. 4 boda
Nadalje,
F@f & HY) = p(a™ V) = flatal) = f(a®)f(a¥)
= fa)f @ £ ()7 W) = p()f (@) + £ (y)
= flaz+y) = flz)+ f(y), zasvakir.y >0, (2)
jer je fla) # 1. 4 boda

Iz (1) slijedi
()

fM=fA-1)=f1)7 = f(l)=1

Odavde 11z (2) proizlazi

f)=f(14+...4+1)=fQ1)+...+ f(1) =n, zasvakin € N. 4 boda
Na kraju,
(%) n=r (%) Fy =1 (% en) = fom) = m
f <E> = ~77—1, za svaki m,n € N. 4 boda
n n

Pretpostavimo sada da je f(x) # z za neki 2 > 0.
. o L. y . _ . m
Promatrajmo najprije sluéaj f(x) < x. Tada postoji pozitivan racionalan broj —
n

. m .
takav da je f(x) < — < 2 pa vrijedi:
n

= (2 (o)) () () o () 2

a ovo Je  suprotnosti s pretpostavkom. Aualoguo se prowmatra slucaj f(z) > z. U
. .om , mo ,

tom slucaju postoji — takav da je f(x) > — > o pa je

n 1

D () = (M) ) (B ) s e,

Sto Je opet w suprotnosti s pretpostavkon. 5 bodova

Stoga postoje samo dvije funkeije koje zadovoljavajn uvjete zadatka:

flay=1 1t [f(r)=r.



