MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

7. ozujka 2003.

I. razred

1. Jedinica za asfaltiranje sastoji se od odredenog broja radnika i pripadne me-
hanizacije. Tri jedinice asfaltirale su 20 km autoceste za 10 dana. Koliko jo3
jedinica treba ukljuciti da radovi budu gotovi za 15 dana ako je preostalo 50
km autoceste za asfaltiranje?

2. Dan je jednakokracan trokut ABC kojemu je kut uz vrh A jednak 120°.
Okomica iz tog vrha na krak trokuta dijeli trokut na dva trokuta od kojih
tupokutan ima polumjer upisane kruznice 1. Kolika je povrSina trokuta ABC?

3. Odredite sumu

2yt 2 + 2
2.5 5.8 777 1997-2000 2000 - 2003 °

4. Ako za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

a b c
+ + =
b+c c¢c+a a+bd

dokazite da je

ll2 b2 CQ

+ + =
b+c¢c c¢c+a a+b




Rjesenja zadataka za L. razred.
Svaki toéno rijeen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Neka je d duljina asfaltirane autoceste,
z broj jedinica koje su bile ukljuene u asfaltiranje,
y broj dana koji su bili potrebni za asfaltiranje i
a konstanta proporcionalnosti. Tada vrijedi

d=a-z-y. 5 bodova
Tokom prva tri dana asfaltiranja bilo je:
d =20, z = 3, y = 10, odakle slijedi
a:—d—zz. 10 bodova
z-y 3
U preostalom dijelu asfaltiranja je:
d = 50, y = 15, odakle se dobiva
d 50
T=—=3 =5. 8 bodova
Treba ukupno 5 jedinica, 5to znaéi da treba ukljuciti jos dvije jedinice. 2 boda
Drugo rjedenje. Prikazimo podatke i medurezultate
u obliku tabele: ideja - 5 bodova

[broj jedinica I km | daniJ

3 20 | 10
? 50 | 15
3 20 | 10
3 10 5
1 10 1 15
5 50 { 15

Znamo da vise dana znaéi vise km (km i dani su direktno proporcionalni), 2 boda

pa ée 3 jedinice asfaltirati 10 km za 5 dana;
broj jedinica i broj dana su obrnuto proporcionalni,
zato ée 1 jedinica asfaltirati 10 km za 15 dana;

kako je broj jedinica direktno proporcionalan broju km,
5 jedinica ¢e asfaltirati 50 km za 15 dana.

Dakle, za asfaltiranje 50 km za 15 dana treba 5 jedinica, a kako su tri
ve¢ na terenu, treba ukljuciti jos dvije jedinice.

2. Prvo rjesenje. Uz oznaku a = |AD| = |CD|ir =1 - polumjer

: . . aVv3
trokutu AC'D upisane kruznice, dobivamo |AC| =2 - = aV'3 .
Povrsina trokuta ACD jednaka je povrsini jednakostrani¢nog
trokuta stranice a, a moZzemo ju prikazati i pomocu duljina
stranica i polumjera upisane kruznice trokuta AC'D.

4 boda

2 boda
4 boda

2 boda
4 boda

2 boda



Dakle,

2
1
P(ACD) = a’v3 =3 rla+a+aV3), 10 bodova

4
tj.

a:2(2+\/§)

5

Povrsina trokuta ABC jednaka je povrsini jednakostrani¢nog trokuta
stranice av/3:

P(ABC)

@BV a2-3v3  (22+V3)\"3v3
4 - 4 - V3 4

= (2+V3)%/3 = TW3+12.

15 bodova
Drugo rjesenje. Neka je S srediste kruznice upisane u tupokutan
trokut ACD, N diraliste upisane mu kruznice i stranice CD, a M
diraliste te kruznice i stranice AC.
A
M
\
\S
\
c N D B
Kutovi trokuta SND su: 4 N =90°1 4D = 60°, pa je on
»polovica jednakostrani¢nog trokuta”. Kako je |SN| =1, slijedi
|SD| = 2 . 5 bodova

>



Odavde slijedi:

2 2+3
MD| = |MS|+|SD| = 1+ —= = ,
|M D\ [MS|+|SD| 7 7
4 boda
2
|AD| = 2|MD| = ‘_2_(+_\/§’))
V3
4 boda
|AM| = |MD|V3 = 2+V3,
4 boda
|AC| = 2/AM| = 2(2+3),
, 4 boda
ACI*V3
P(ABC) = 1—}1;[ = (2+V3)? V3 = 12+7V3.
4 boda
3. Danu sumu mozemo prikazati na ovaj nacin:
P S S
2.5 5.8 77 1997.2000 2000 -2003
_ 2(5—2+8-—5+ +2000—1997 2003——2000)
T 3\2-5  5-8 777 1997-2000 = 2000 - 2003
_g(1_1+1_1+ L1 1 1 )
~ 3\2 5'5 8 7771997 2000 2000 2003
2 (1 1 ) _ 667
~ 3 \2 2003/  2003°
25 bodova
4. Jednakost
L b PRI
btrc c+a a+b
mnozimo redom s a, b, ¢ 1 dobivene jednakosti zbrojimo. 10 bodova

Dobiva se

a? b® c?
+ +
b+c c+a a+bd
bt ab+bc ac+bc ab+ac
= qa — —_ -
¢ ct+a a+b b+c
= 0.

15 bodova
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II. razred

1. Na skupu realnih brojeva definirana je funkcija

1
V2t 2x+ 1+ Y214+ V2 -2z +1

Odredite f(1) + f(2) +... + f(2003) .

f(z) =

2. U jednakostraniénom trokutu ABC dane su tocke D € AB i E € BC takve
1
da je |AD| = g‘ABI i|BE| = %]BC’L Pravci AF i CD sijeku se u tocki P.
Koliki je kut § BPC ?

3. Neka su z; i 29 kompleksni brojevi modula 1. Dokazite da je

1- Z122

21— 2

realan broj.

4. U pravokutan trokut s hipotenuzom duljine ¢ = 35 upisan je kvadrat sa stra-
nicom duljine d = 12, kao na slici. Odredite duljine kateta tog trokuta.

d=12 c=35




¥

Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Kako je
1
flz) = 5 . .
Vel ¥ 2r+14+ V22 -1+ V22 -2z + 1
- 1 Jrz+1-Yzr -1
T Vet + Y-+ S@ 1 Varl- Va1
JSr+1-¥Yz—1 1

= =Gl

15 bodova
1mamo

FQ) + f(2) + ... +£(2002) + £(2003)

DO

(3/'21\“/6+€‘/§—\3/I+...+€‘/éoo3—\“/§oo1+\’/2004—3/2002)

- Lm0t + 0w - 1)

10 bodova
2. Uz oznake kao na slici imamo:
JCPE =4 PCA+ 4CAP =4 EAB+ JCAE =60° . 5 bodova
C
Odavde je ¢ EPD = 120°, a kako je ¢ DBE = 60°, cetverokut
DBEP je tetivni. Neka je O polovidte duzine BD. Tada je
1
|OB| =|0OD| = |OE| = 30 pa je O srediste kruznice opisane
cetverokutu DBEP. 10 bodova
Zato je
] 1
4 EPB = 2 4 EOB = 3 60° = 30°. 5 bodova



TraZeni kut je

IBPC =4 CPE+ 4 EPB = 60° +30° = 90° .

3. Prvo rjesenje. Prema uvjetu zadatka je 1 = |z1{* = 21 - z1,
1

odakle je z; = —. Analogno je Zy = —.
2] 22

Neka je

1-— 2122
z=—""

Zy] — 23

Tada je
] 1

2—1_2122— 2122=1-le2
Z1 — 2o _1__l 21——22-

z1 22

Kako je z = z, trazeni broj je realan.

Drugo rjesenje. Stavimo z; = a +ib, zp = c+id . Zbog
lzil = |z2] =1 vrijedi a® + b2 = c® +d* = 1.
Tada je

1~2120 1—ac+bd—i(ad+bc).(a—c)—i(b——d)

21 — 29 (@ —c)+i(b-d) (a—c)—i(b—4d)

a—c—a?c+ac®+ad® - b
(@—c)?+(b—d)?

i(b— d + a’d — bc? + b%d — bd?)
(@ =c)?+(b—d)?

Treba provjeriti da je imaginarni dio jednak nuli:

5 bodova

5 bodova

15 bodova

5 bodova

5 bodova

15 bodova

b—d+a’d—bct +b2d—bd? = b—d+d(a®+b*)—b(c* +d*) = b—d+d—b=0. 5 bodova



4. Ako su a i b katete i ¢ = 35 hipotenuza, vrijedi

a? + 0% = 35° = 1225 ~ 5 bodova

C b A

S druge strane, iz sli¢nosti trokuta ABC' i DBF dobivamo

~d ‘
Z =2 y = d(a+b)=ab tj. 12(a+b)=ab. 5 bodova

Rijesimo sustav a? + b% = 1225, 12(a + b) = ab. Kako je
a? + b = (a + b)? — 2ab, stavimo = = a + b, y = ab. Tada je

2?2 -2y =1225, 12z=y = z? — 242 —1225=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su
z1 =49, 1z =-25, idalje, y; =588, y2=-300.

Zadovoljava samo x; = 49 1 y; = 588. 5 bodova
Sada je a + b =49 i ab = 588, pa su a i b rjeSenja kvadratne jednadzbe

t2 — 49t 4588 =0.

Slijedi a; = 21, by = 28 ili as = 28, by = 21, pa su duljine kateta
danog trokuta 21 1 28. 10 bodova
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II1. razred

1. Rijesite nejednadzbu

2-125% —3-50%—-9-20"+10-8°<0.

2. Odredite sve parove (z,y) realnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu
tg2x+2ycos49: . tgm+y2 =0.
3. U trokutu ABC duljine stranica su |[AB| = 20, |AC| = 21 i |BC| = 29. Tocke

D i E su na stranici BC takve da je |BD| = 8 1 |EC| = 9. Odredite veli¢inu
kuta ¥ DAE .

4. Ako su aj, as, ..., aggos cijeli brojevi i by, by, ..., bagos ti isti brojevi
poredani na neki drugi nacin, dokazite da je produkt

(a1 + b1)(az + ba) ... (a2003 + b2oo3)

paran broj.



‘57{J3 (e

2

Rjesenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Podijelimo li jednadZbu s 8%, dobijemo

5 3z 5 2z 5\ %
(2} —3-(2) -9-(2) +10<0.
? (2) ’ (2) ° (2) s

- 5\* .. .
Supstitucijom t = <§> dobijemo nejednadzbu

2% —3t2 -9t +10<0. 5bodova

Rastavimo lijevu stranu nejednadzbe na faktore:
263 — 3t2 — 9t 4-10 = (263 — 2t2) — (t2 — ¢) — (10t — 10)
= 2%(t—-1)—t(t—1)—-10(t - 1) = (¢t —1)(2t> —t —10)
= (t-1)(2t-5)(t+2).
10 bodova

5 5\*
Njezino rjeSenje je t € (—o0, —2] U [1, 5} . No, kako je t = <§) >0,

5\* 5\* _ 5
zadovoljava samo (5) € [1, ;] Iz1< (§> < 3 slijedi z € [0,1}] . 10 bodova

2. Prvo rjeSenje. Promatrajmo danu jednadzbu kao kvadratnu
jednadzbu po y. Tada je

Y12 = —tgz-cosdzr + \/tg% -cos? 4z — tglr . 5 bodova

Da bi rjesenja bila realna mora biti
tg2x(cos?4z —1) >0,
$to je moguce samo za tg x =0 ilicos?4z =1, tj. z = kn
. k

ili cosdz = +1, odnosno z = Tﬂ, y=—tgx-cosdzx . 4 boda
Za z =kmw+ g, tg z nije definiran. 4 boda
Stoga ostaju slucajevi:

r = kn y = 0, keZ, 4 boda

t = Ic7r+% .y =1, kez, 4 boda

3
T = k7r+—47E y = -1, k€. 4 boda

&
&

\,
o
3

40

\



Drugo rjesenje. Promatramo li ovu jednadzbu kao kvadratnu
jednadzbu po tg z, dobivamo

(tgz)12 = ~ycosdz £ /y?cos? 4z — y? .

Da bi rjeSenja bila realna, mora biti y%(cos?dx — 1) > 0, a to je

moguce samo ako je y = 0 ili cos4r = *1. 5 bodova

1°y=0 = tgz=0 = z=kn keZ. 4 boda
k

2°cosdz=1 = 4dx=2km keZ = m:—g,kEZ:

a)k=2m,me€Z = z=mm, meEZ = yP=0 =

y=0. 4 boda
bYk=2m+1, meZ = m:g+m7r,m€Z,

pa tg r nije definiran. 4 boda

30 cosdr = —1 = dx=n+2%mkecZ = m=%+%7£,k€Z:
a)k=2m, meZ =>v:c=%+m7r,m€Z =

124+2y-(-1)-1+y2=0 = y=1. 4 boda
b)k=2m+1,mEZ:>m=%+m7r+g:§££+m1r,m€Z

= (-1 +2y- (-1)-(-1)+¢y*=0 = y=-1. 4 boda

3
Dakle, (z,v) € {(mw,O), (% + mm, 1) , (—47E +m7r,—1) :m € Z} .

3. Prvo rjedenje. Uotimo da je trokut pravokutan

(3 BAC = 90°) jer je 202 4 212 = 400 + 441 = 841 = 29° . 5 bodova
Kako je |AB| = |BE| i |AC| = |CD| slijedi 4 BAE =4 BEA i
JCAD =q9CDA. 5 bodova
A
20 21
B 8 D 12 E 9 C
Stoga je

IDAE = JBAE+ JCAD- JBAC
~ JBEA+ 4CDA- 4 BAC
— Y DEA+ S EDA— 4 BAC

— 180°— 4 DAE~ 4 BAC .

10 bodova
Slijedi, 2 3 DAE+ 4 BAC = 180°. Kako je 4 BAC = 90°,
konaéno je 4 DAE = 45°. 5 bodova



Drugo rjesenje. Koriste¢i kosinusov pou¢ak dobivamo:

202 +29% — 212 20

NA = = 5 bod
BC cos B 5 5029 59 bodova
2 2 _ 902
AABC ... cos'yz21 +29° — 20 =E, 5 bodova
2.21-29 29
20 842
AABD ... |AD|>*=20%>+82-2-8-20- = = —
4D + 29~ 29
84
tj. |AD| = —, 5 bodova
j. |AD| 7%
21 (60v/2)?
AACE ... |AE?=212+92-2.9.21 - — = ~——*
|AE| + 2-9-21 > 59
60v/2
tj. |AE|= —, 5 bodova
j. |AE| 75 v
842 +g60\/§)2_122
AADE ... cos JDAE =2 29
84 60V2
V28 V2

842 +2.602-127-29 1
B 2-84-60v2 V2
Dakle, 4 DAE = 45° .

5 bodova

<l

4. Pretpostavimo da je produkt neparan. Tada su svi njegovi
faktori a; + b; neparni. Zato su brojevi a;, b; razlicitog pariteta.
‘Tada je za svaki parni a; broj b; neparan, a za svaki neparan a;
broj b; je paran. To znaé&i da medu zadanim brojevima mora biti
isti broj parnih i neparnih brojeva, §to }ie nemoguce jer ih ukupno
ima 2003, a to je neparan broj. 25 bodova
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IV. razred

1. Nad stranicama BC, CD, DA, kvadrata ABCD konstruirani su s vanjske
strane jednakostrani¢ni trokuti BCE, CDF, DAG. Odredite, kao funkciju

duljine a stranice kvadrata, volumen tijela koje nastaje rotacijom lika
BECFDGA oko pravca AD .

2. Neka je p realan broj. Odredite rjeSenja z1, z2, 23 jednadzbe
$3+2pa:2 —pr+10=0,

ako je poznato da su ona uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza.

3. Ako su a i B kutovi trokuta, dokazite nejednakost

i +
sin (a+.B) > ctga B .
2sinasin g 2

4. Nadite sve prirodne brojeve djeljive s 90 koji imaju tocno 20 djelitelja.



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki toéno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Trazeni volumen V jednak je dvostrukom volumenu V; tijela
koje nastaje rotacijom lika AFy FDG oko pravca AB. Volumen Vy
jednak je zbroju volumena V; tijela koje nastaje rotacijom trokuta
ADG i volumena Vj tijela koje nastaje rotacijom lika AFy F'D.

F

3 boda

af3
Volumen Vs jednak je razlici volumena stoSca koji nastaje rotacijom

trokuta A; AD i dvostrukog volumena sto3ca koji nastaje rotacijom
trokuta G1AG. Dakle, ’

a\? aV3
_a27ra\/§ 0 5) ™ _a37r\/§

v
2 3 3 4

Volumen Vj je jednak razlici volumena stozaca koji nastaju rotacijom

trokuta F, 1 F i F3AD. Ovdje je |FFi| =a (1 + —\fj), a iz sli¢nosti

trokuta Fo AD i DF3F dobiva se |[Fo A| = 9—?;3, odnosno
3 1
|FiFyl =a (% + 5) Sada se dobiva
Ve - |\F F)’n - |1 Fy|  |ADPw| R A
s = _
3 3
VA\I' (a3 /3
i R Ehalh ATt av'3
(1(14—2 ™ 3 Ty a27r-—3
B 3 3
= a’n é + é
- 4 8/

10 bodova

10 bodova



Konacno se dobije,
. 5
V:2V1:2(V2+V3)=a37r-(\/?—>+z> . 2 boda

2. Prema Vigteovim formulama je

1tz t+x3 = —-21)
2129 + TeT3 + X3x1 = —P
12923 = —10.

Kako su z1, T2, 3 uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza, mozemo pisati

Ty=z—d, To =1, 3=z+d,

i uvrStavanjem u gornje izraze dobivamo:

3r = -2p
(z-—d)z+z(z+d)+(z+d)(z-d) = -p
(z —d)z(z+d) = -10. (%)
5 10 bodova
Preostaje jos rijesiti ovaj sistem jednadzbi. Iz prve je z = ——32, pa iz
trece dobivamo T
10 15
11,'2 - d2 = —— = —,
T P
a iz druge,
15
(x—d)x+x(m+d)+? = —p
15
222+ —+p = 0
P
4p® 15
2. L 4 24p = 0
9 p
8p® +9p?+135 = 0.
5 bodova
Trazimo cjelobrojna rjesenja ove jednadzbe, a to moraju biti djelitelji
od 135. Jedno rjesenje je p = —3. Dijeljenjem dobivamo
(8p® + 9p> +135) : (p +3) = 8p”> — 15p +45 .
Preostaje kvadratna jednadzba 8p? — 15p + 45 = 0 koja nema
realnih rjefenja.
Zap=-3jex =2 aiz 2 — d? = =5 je d* = 9, tj. d = £3. RjeSenja
jednadzbe su —1, 2, 5, a jednadzba glasi
2~ 622 +3z+10=0. 10 bodova

Napomena. 1z (x) se mogu pogoditi rjesenja jednadzbe, ali tada treba obrazloZiti
da je to jedina mogucénost.



3. Prvo rjedenge.

sin(a + ) _ sinacosf + cos asin 3
2sinasinff 2sin accos 3

1
=3 (ctga + ctgf) .

Koristenjem funkcije dvostrukog kuta i adicionu formulu za ctg, dana
nejednakost postaje

1 (ctg?e -1 ctg?d - ctg2 - ctgl —1
—( gza gzé > 262 gzé . 5 bodova
2\ 2ctgy 2ctgh ctg$ +ctgy

Oznagimo li ctgg— = q, ctgg = b, dana nejednakost je ekvivalentna s

1{a2-1 b -1 ab—1
Z + > —,
2 2a 2b =~ a+bd

(ab—1)(a+b) (ab—1)

- >0
4ab a+b ~
a+b 1
b—1{ —— — 0
(a )< 4ab a+b) =
(ab—1)(a — b)? 0
4ab(a +b) =
10 bodova
Kako su a1 3 kutovi trokuta, % i -{; su Siljasti kutovi. Zato
jea= ctg% >0,b= ctgg > 0. Treba jo§ samo pokazati da
je ab— 1> 0. Kako je 0 < @ B g, ctg(9‘-+é> >0, ti.
2 2 2 2
ctg%-ctgg-—l >0,
ctgl + ctgh
. a B :
pa je ctg—2— -Ctg§ -1>0,tj.ab—-12>0. 10 bodova



Drugo rjedenje. Nejednakost je ekvivalentna sljedeco]:

sin (a + B) a+ B
—_— —ctg———
2 sin asin 3 2
1
= —(ctga+ctgp) —ctga+ﬂ
2 2
1 a+f 1 o+ ﬂ)
= —|ctga-— Z(ctgB —ct
2(cga ctg 5 >+2(cgﬂ 85
sin P = sin 2P
1 n
= = 2 + 2
2l . a+pB . .. atp
sin o sin sin 3 sin 5
sin (sin @ - sin f)
- 2 .
= >0
. .. a+p T
2sin asin B sin 5
10 bodova
Radi simetrije mozemo pretpostaviti da je a > . Dovoljno je pokazati
sin o > sin 3.
1°0<a§g = 0<,8§a§% = sinf<sina. 5 bodova
2° % <a<w® = 3pE€ (O,g) tako dajea:z;—-kgo. Tada je
. . 71'
Sin o = SIin (5 + go) = COS .
. T T T T
Nadal; = ) = -z ==
adalie, i+ 9=+ (a=3) =@+ -F<n-F=7
paje B € (0, g) odakle slijedi
sin § < sin (g - cp) =cosp =sina. 10 bodova
4. Kako je 90 = 2-32 - 5, traZeni broj £ moZemo prikazati u obliku
z=2m-32.5m [,
i>3
pri ¢emu je n; > 1, ng > 2, ng > 1, n;,ng,n3 € N. 10 bodova
Tada je broj djelitelja broja z jednak
(ny + D(ng + (g + 1) JJ (i +1) =20=2-2-5. 5 bodova

i>3
Jedina mogucénost jeny + 1 =ng+1=2iny +1=5,t. np=n3 = 1,
ny =4 imn; =02za1 > 3. Dakle, trazeni broj je = 9l .34.51 =810. 10 bodova



