MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske
Trogir, 5. — 8. svibnja 2004. godine

I razred

1. Odredite sva realna rjesenja sustava jednadzbi

2t ~y? = 2zztyrtzty)
y' -2 = 20yz + 2z +y + 2),
22—z = 2(zy + zy + z + z).

2. Dokazite da su teZisnice iz vrhova A i B trokuta ABC medusohno okariite
ako i samo ako za duljine stranica vrijedi jednakost

|BC|* +|AC|* = 5|AB|2.

3. Dokazite da za svaka tri realna broja z, y, z vrijedi nejednakost

|x|+ly|+|zl—|x+y|—ly+z|—|z+m|+|m+y+z|2().

4. Niz znamenaka 1, 2, 3, 4, 0, 9,6,9,4,8,7, ... konstruira se tako da je svaki
broj, pocevsi od petog, jednak znamenki Jedinica zbroja prethodne ¢etiri zna-
menke.

a) Da li se u tom nizu redom pojavljuju znamenke 2, 0, 0, 4, tim redom?

b) Da li se u tom nizu ikad ponavljaju pocetne znamenke 1, 2, 3, 4, tim redom?



RjeSenja za I. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Transformirajmo najprije dani sustav jednadzbi:
@-y)z+y) = 20z+y)(z+1),
(y-20y+2) = 20y+2)(z+1),
(z-az)(z+12) = 20z+2)(y+1),
tj.
(z+yz-y—-2:-2) = 0,
+2)y—2z-22-2) = 0,
(z4+z)(z-—z-2y—2) = 0.
Sada imamo ova Cetiri slu¢aja:

I°Zaz+y=y+z=2+z=0jez=y=2z=0Iirjesenje je (z,v,2) =(0,0,0).

2°Zaz+y#0,tj. —y—2:~-2=0iy+2=2+z=0 dobivamo z — -1,
z =y = 1. Uzimajudi jos dva preostala analogna slucaja, dobivaju se rjesenja

(z,9,2) € {(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1)}.

3P Zaz+y#0,tj. z—y—22—-2=0,y+2#0, tj. y—z- 2z 4
dobivamo z = 2, y = 4, z = —2. Iz preostala dva slucaja dobivaju so ricienia

(:L‘, Y, Z) € {(27 4: _2), ('—'27 2a 4)7 (47 : "?-'a ?\]; .

4°Zax+y#0,y+2#0iz+z #0 dobivamo sustav linearnih jednadzbi

rT—-y—22-2 = 0,
y—z—-2z-2 = (,
z—xz-2y—-2 = 0,

¢ije rjeSenje je (z,y,z) = (-1, -1, —1)

2. 1° Pretpostavimo najprije da su teZisnice ¢; i ¢ iz vrhova A i B okomite.
Tada je iz pravokutnih trokuta ADT, BET i ABT:-

4, 1, 1,
1 4 1
§t% + §tg = ZCLQ,
4 o
~(2+t) =

9



Zbrojimo li prve dvije jednakosti i usporedimo zbroj s treéom, dobivamo traZenu
jednakost a? + b? = 5¢2.

2° Pretpostavimo sada da vrijedi jednakost a®+b% = 5¢2. Nadalje, pretpostavimo
da je $ATD > 90° (analogno se promatra slucaj JATD < 90°)

. Tada je i
4 BTE > 90°, pa iz trokuta ADT i BET zakljuujemo
45, 1, L,
— = -b
gli+sth < 7t
1o 4, L,
g Za?.
9 1 -+ 9t2 < 4(1
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobiva se
5 a’>+b* 52 4
5(t% +43) < = 4 §(t§ +2) < (%)

S druge strane, kako je < ATB < 90°, vrijedi
ét_% + 4_t%. c2
9 9 ’

§to je u suprotnosti sa (). Dakle, teZisnice #; i ¢, su okomite.

3. Prvo rjesenje. Oznadimo s

F@y2) =lel+lyl+ 2l = lo+yl = ly+ 2| = |z + 2 + |z + y + 2|

S obzirom da je f(~z,—y,—z) = f(z,y,2) i f se ne mijenja zamjenom vari bl
dovoljno je promatrati sljedeéih pet sluc¢ajeva:
1°Zaz>y>2>0je

fley2)=z+y+z-(@+y)-(y+2) - (z+a)+c+y+2z=0;
2°Zazxz>y>—-2>0je

f@y2)=z+y—2—-(@+y)—(y+2) - (c+0)+z+y+z=-22>0;
¥Zax>—-z>y>0ije

f@,y,2)=z+y—z2-(s+y)+(y+2) - G+a)+z+y+2=2y > 0;

4°Za —2>22>y>0, r+y+220je

fay)=aty-:-(@+y)+@+a)+(+a)+o+y+z=20+2y+2:

. My



5°Za —z2>z>y >0, z+y+2<0je

f(:z:,y,z)=:c+y—z-(x+y)+(y+z)+(z+x)—(m+y+z)=O.

Drugo resenje. Neka je z po apsolutnoj vrijednosti najveéi od danih brojeva.
Nejednakost je otita za z = 0. Ako je z # 0, dobivamo ekvivalentnu nejednakost

=+

T
z z <

r ¥y
z

T
—’g+1'—‘1+—‘+
z z

5+Q+420
yA z

W

Primijetimo da je ~1 <= <1 i -1<Z <1, odakleje 1+ 5 >0 i
Z yA
Sada je

~(5+3+1>+‘§+g+1120.
z 4 VA V4

Zbroj prva tri ¢lana je nenegativan, jer vrijedi nejednakost trokuta ja + b|
a zbroj zadnja dva ¢lana je nenegativan, Jer broj nikad nije veéi od svojc s,
vrijednosti.

P
~ l(z,‘ RENEAIN

4. a) Ozna¢imo s P paran i s N neparan broj u nizu. Tada danom nizu pripada
sljedeéi niz

NPNPPNPNPP...

Primijetimo da se oznadena petorka periodicki ponavlja, Stovise, zbog danog ras-
poreda P i N svaka Cetvorka uzastopnih znamenaka sadr?i bar jednu neparnu zna-
menku. Kako u Eetvorci brojeva 2, 0, 0, 4 nema nijedne neparne znamenke, a2
ne moze pojaviti u nizu.

b) Jasno je da niz mozemo nastaviti od bilo kojeg mjesta ako znamo ;.-
nje Cetiri uzastopne znamenke, a isto tako ga moZemo jednoznaéno rekonstr:’ <’
unatrag.

Kako kombinacija od &etiri znamenke ima konaéno mnogo (sigurno mas ' rd
10000), doéi ¢ée do ponavljanja, tj. neke &etiri uzastopne znamenke abcd ¢ se
ponoviti. Izmedu ta dva ponavljanja mora se ponoviti etvorka 1234. U protivnom
u rekonstrukeiji unatrag izmedu dva pojavljivanja abcd ne bismo naisli na cetverku
1234, a na koji moramo naiéi na poéetku niza.
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Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

Trogir, 5. — 8. svibnja 2004. godine

II. razred

1. Pojedini dijelovi pravilnog peterokuta ABCDE imaju povrsine oznagene sa z,
Y, 2 kao na slici. Ako je zadana povriina z, nadite povrsine ¥ 1 z, te povrsinu
cijelog peterokuta.

2. Dokazite da za pozitivne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost

a2 b2 L2
+ + S T2
(a+bd)a+c) (b+c)b+a) (c+a)c+i) ~ 4

3. Brojevi (p,) za n € N definirani su na sljedeéi naéin:

p1=2 iza n2>2, p, je najveéi prosti djelitelj od pips...pn_1 + 1. Dokazite
da je p, # 5 za svaki n € N.

4. Zaba skage po totkama koordinatne mreze pocevsi od tocke (1,1) po sljedeéim
pravilima:
(i) iz totke (a,b) Zaba smije skotiti u tocku (2a,b), odnosno (a, 2b);
(ii) ako je a > b, Zaba smije skotiti iz (a,b) u (a — b,b), a ako je a < b, 7aba
smije skociti iz (a,b) u (a,b — a).
Da li Zaba moze stiéi u tocku
(a) (24, 40),
(b) (40, 60),
(c) (24, 60),
(d) (200, 4)?



Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka je G sjeciste dijagonala EC i AD (vidi sliku). Vrijede jednakosti

|EG|  P(EGD) z
|GC] — P(GCD) ~ y+=z

P(EGA) y+z

P(GCA) ~— z+2y

P(EGH) 2y
P(GCH) — z+y’

pa dobivamo

z  _yt+z 23/,,.
y+z z+2y x4y

Slijedi
y+2)°=@+2)z, ti. y*+2° =z (1)

Ao+y) =2y +2), G 2P +yr=r (2
Iz (1) i (2) slijedi y* 4+ yz — 2% = 0, odakle dobivams iudrainn Sodnalsla

2
(g) +¥_1=0
z z

Cije je pozitivno rjesenje

Y 1
A ~1). 3
Y~ S(VE-1) 3)
Iz (3) i (1) dobivamo
2
x Y 1
fnd— Z) = Z(5 —
1+(Z) 55~ V5),
z _ 5+8
z 10’
v - y.z_ V5
t z z 5



tj. vrijedi
V5 5++5
= —2 z =
V=5 10

x.

Povrsina peterokuta ABCDE je

P=zx+5y+52=z+Vbz+

5+v5  T+3/5

2. Nakon svodenja na zajednicki nazivnik dobiva se ekvivalentna nejednakost

a?(b+c) + b%(c+a) + c*(a + b)
(a+b)(b+c)(c+a)

a’b+ a?c + b2c + b2a + ca +c%b
2abc + a?b + a?c + b2c + b2a + c2a + c2b —

W

tj.
a?b+ aZc + b + bla + c?a + c%b — 6abe > 0.
Grupiranjem dobivamo
(b%a + ca — 2abc) + (a®b + c%b — 2abe) + (a*c + b%c — 2abe) > 0,
odnosno
a(b = ¢)* +b(a — ¢)? + c(a — b)* > 0.

Kako je ova nejednakost ispunjena za a, b, ¢ > 0, vrijedi i polazna nejednsloat,

3. Kako je p1 = 2, ps je najveéi prosti djelitelj od p; + 1, tj. pa = 3. Dakoder,
za k > 1 je pr najveéi prosti djelitelj od pips...pr—1 + 1 pa je pr > 2, jor je
P1p2 - .. pr—1 + 1 neparan broj.

Pretpostavimo da je p, = 5, za neki n. Tada je pips...pp_y +1 = 3755 jor je
P1P2 .. .Pn-1+ 1 neparan i 5 je njegov najveéi djelitelj.

Nadalje, kako je p = 3, pip2...pn_1 + 1 nije djeljivo s 3, pa je r = 0, tj.
P1P2 - -Pn—1 +1 =5° Zato je

P1P2P3 .- Pn-1 = 5°—1
= 5-1)6"1+52 ... +5+1).
Ovdje je desna strana djeljiva s 4, ali lijeva nije jer je ps...pn_1 produkt neparnih

prostih brojeva. Zbog dobivene proturjetnosti zakljuéujemo da je p, # 5 za svaki
n € N.



4. a) Odgovor je DA, sto pokazuje ovaj primjer:

(lvl) - (271) - (471) - (3’1) - (3a2)
- (3,4 — (3,8) — (3,5) — (6,5) — (12,5)
— (24,5) — (24,10) — (24,20) — (24, 40).

Pod b) i ¢) odgovor je NE. Niti potezom (i) niti potezom (ii) ne mozemo doéi
tocku (z,y) takvu da z i y imaju zajednicki neparni djelitelj (veéi od 1). Kako su
401 60 djeljivi s 5, a 24 i 60 su djeljivi s 3, a kreéemo iz tocke (1,1), ne moze se doéi
niti u tocku (40,60) niti u tocku (24, 60).

d) Odgovor je DA. Na primjer,

1,1 - 1) - &) — (1) — (161) — ... — (64,1)

— (63,1) — (62,1) — (61,1) — (60,1) — ... — (50,1)
— (50,2) — (50,4) — (100,4) — (200,4).
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III. razred
1. Neka je ABCD kvadrat i P totka na kruZnici opisanoj kvadratu na luku AB
koji ne sadrzi totku C. Koje vrijednosti moZe poprimiti izraz
|AP| + |BP| 0

|CP[+|DP|’

2. Dokazite da u svakom trokutu vrijedi nejednakost

cosa cosf  cosvy 3
>
ad + b3 + c3 T 2abc’

pri Cemu su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, te «, 8, v odgovarajuéi ki,

3. Visine trostrane piramide sijeku se u jednoj to¢ki. Dokazite da ta tozls, i)
jedne strane piramide, noziste visine na tu stranu i tri tocke koje dijele preostale
tri visine u omjeru 2 : 1, po€evai od vrha piramide, leze na istoj sferi.

4. Konatan broj polja beskonacne kvadratne mreze obojen je crnom i
DokaZite da je u toj ravnini moguée odabrati kona¢no mnogo kv i .
zadovoljavaju svaki od sljedeéih uvjeta:

(i) Unutradnjosti svaka dva razli¢ita kvadrata su disjunktne (imaju prazan
presjek).
(ii) Svako crno obojeno polje lezi u nekom od tih kvadrata.

(iii) Povrsina crnih polja u svakom od odabranih kvadrata je barem é, a naj-
vise % povrsine tog kvadrata.



RjeSenja za III. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka je
__ |AP| + |BP]
|CP|+ |DP|
Za P=A ili P= B dobiva se k — — =v2-1.
VZ+1

Pretpostavimo sada da je P unutarnja totka luka A5 Kako dolusinms adunis
duljine pripadaju jednaki kutovi, imamo

<IAPD=<)DPC=<)CPB=<}CAB=%.

7r
4
Tada je ¢+ 9 =, IPBC =7 — (a+ ), IDAL = 2 — (e 75 Vilnioai
poucka o sinusima na trokute APD i BPC slijedi:

Oznagimo s a duljinu stranice kvadrata, te a = — , ¢ = 4 PDA i ¢ = 4 BCP.

p___ Va@ing+sing) _ 2sin®leos®¥  sinle |

V2a(sin(e + 9) + sin(a + ¢))  2sin 2otV (o5 950 B “_1;: a

To pokazuje da je k konstantno i za o = 7 dobiva se k = V2 — 1, 3to se lako vidi iz
identiteta

sin%a = sinacos%+cosasin%

= 2sin§cos’ § +sin g (1 — 2sin’ §)
= sin§ (2cos? §+1-2sin’¢) = sin $(1 + 2 cos ),
gdje je 1 +2cosa =1+ /2.

Drugo rjesenje. Neka je a duljina stranice kvadrata. Prema Ptolemejevom
teoremu za Cetverokute APBC i APBD imamo:

[CP|-a = |AP|-a+|BP|-aV?2,
|[DP|-a = |BP|-a+|AP| aV2.

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo:



(ICP| +|DP])-a (|AP| + |BP|)(a + av/2)

Il

|AP| + |BP|

2—1.
|CP[+ |DP| V2

B — 1 .
2. Kristedi kosinusov poucak i nejednakost x + — > 2 za z > 0 imamo

z
cosa cosf  cosvy
a3 b3 + c3
b+ -a? +a2+02—b2 a? + b - ¢?
B 2a3bc 2b3ac 2c3ab
1 2 b 2 b 2 2 N . 9 k
@ @) (O ) ()
2abc b a c b a \¢/ ) i
1 3
> —(2 2—-3) = .
- 2abc( T2 ) 2abc

3. Neka su AA;, BB), CCy, DD; visine tetraedra, H tocka njihovog presjeka,
Ay, By, Cy toctke koje dijele visine AA;, BBy, CC; u omjeru 2 : 1, T teziite trokuta
ABC, AA3, BB3, CCj njegove tezisnice.

Dokazat éemo da su tocke T, Ay, By, Cq, Dy, H na sferi promjera TH. Drugim
rije¢ima, dovoljno je dokazati da je:

1°TAy L AyH = AA,,

2°TBy | BoH = BBy,

3°TCy L CoH = CCy,

4°TDy { D\H =DD;.

Posljednja tvrdnja je o¢ita jer je TD; u ravnini baze ABC, a DD, je visina na
tu bazu.

Kako su prve tri tvrdnje analogne, dovoljno je dokazati prvu od njih.

AA AT 2
Trokuti TAAy i A3 AA; susliéni jer imaju zajedicki kut i vrijedi !—/—1——‘2! sz l;—l—‘ T
1A 4y jA A0

Stoga je 4 AAT = J AA A3 = 90°. Slijedi, AA; = A4y L AQT. Time je 17
dokazano.



4. Rije¢ ‘kvadrat’ u ovom rjeSenju znaéi kvadrat Gije su stranice bridovi dane
kvadratne mreze. Takoder pretpostavljamo da svako polje mreze ima stranicu duljine
1. Broj crnih kvadratica je konacan pa postoji neki kvadrat stranice duljine 2™ (za
dovoljno veliki n) u kojem leze sva crna polja, a povrsina njegovog crnog dijela nije
veca od % ukupne povrsine tog kvadrata. Kvadrate iz zadatka biramo postupno i to
na sljedeci na¢in. Najprije se usredototimo na gore spomenuti kvadrat.

10

20

30

Ako povrsina crnog dijela nije manja od é ukupne povriine doti¢nog kvadrata,
onda odaberemo taj kvadrat.

Ako je povrsina crnog dijela jednaka 0, tj. unutar kvadrata uopée newms <
polja, onda taj kvadrat vise ne promatramo.

Ako crni dio kvadrata ima povrinu pozitivnu i manju od % povrsine cijelyg
kvadrata, tada podijelimo taj kvadrat na &etiri manja. Za svaki od tih manjih
kvadrata vrijedi da je najvise % njegove povrsine obojano u crno. (Naime, ka:!
bi neki od manjih kvadrata imao vise od ‘é— crne povr§ine, onda bi u velikrrs
kvadratu bilo vise od % . % = % crne povrSine, §to je protivno pretpostave
ovog slucaja.) Zato za svaki od Cetiri manja kvadrata mozemo ponoviti gornji

postupak.

Jasno je da cijeli postupak zavrsava nakon konaéno mnogo koraka (jer je za kvadrat
stranice 1 mogu¢ jedino drugi slucaj) i da on odabire kvadrate koji ispunjavaju sve
zadane uvjete.
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IV. razred
1. Neka je n prirodan broj i neka su zy, ..., z,, w1, ..., Wp kompleksni brojevi
takvi da za svaki izbor brojeva €1, ..., e, iz skupa {~1,1} vrijedi

le1z1 + ... 4 enzn| < lerwi + ... + enwny.
Dokazite da je

)2+l < JwlP+ .+ wn |2,

2. Unutar trokuta ABC s duljinama stranica a, b, ¢ i odgovarajuéim kutovima
@, B, v postoje tocke P i Q takve da vrijedi

JBPC =J4CPA= 4 APB = 120°,

IBQC =60°+0a, JCQA=60°+p3, JAQB =60°+ 1.
Dokazite da vrijedi jednakost

(IAP| +|BP|+[CP|)* - |AQ| - |BQ| - |CQ| = (abe)™.

3. Nizovi realnih brojeva (z,), (¥n), (2n), n € N, definirani su formulama

2.’L‘n 2yn 2Zn
T = — I ——e— Z = —
n+1 .’E% — 11 Yn+1 y% — 17 n+1 Z% — 1a

a pocetni Clanovi su 3 = 2, y; =41 z; takav da vrijedi z;y121 = 21 + Y1 + 21.
a) Provjerite da su za svaki n € N zadovoljeni uvjeti: 22 # 1, y2 # 1, 22 # 1.
b) Da li postoji k € N takav da je zx + yg + 2 = 0?

4. Odredite sve realne brojeve a sa svojstvom da su svi brojevi u nizu
cos &, cos 2a, cos2?a, ..., cos2"a, ...

negativni.



RjeSenja za IV. razred
Svaki zadatak vrijedi po 25 bodova.

1. Izraze |€12) + ... + €,2,|* ¢emo prosumirati po svim varijacijama predznaka
€1,...,6n € {~1,1}. (To je 2" pribrojnika.) Tvrdimo da za z), ..., z, € C vrijedi

Z |51z1+...+€nzn12:2"-(|zl|2+...+lzn]2).
61,...,€n€{—1,1}

Ovu tvrdnju moZemo dokazati matematickom indukcijom po n € N koristeéi Ginjenicu
da za u,v € C vrijedi jednakost paralelograma,

u+ o + Ju = of* = 2Jul? + 2],

Za n = 1 tvrdnja o¢ito vrijedi. Pretpostavimo da ona vrijedi za nekin — 1 € N.
Dokazimo da vrijedi i za n. Imamo:

Z lerz1+ ... Fen_12n_1 + 6nzn|2
Elyiny EnE{—l,l}

= Z (,6121+...+6n_12n_1 +Zn12+l6121 + ..t Ep_12n -Zn|2)
€1,y 571—16{"111}

= Z (2leyz1 + ... + En_lzn__1]2 + 2|zn|2)
E1yeeey En_1€{—1,1}

= 2. Z |€121+...+6n_1zn_1lz+2”-|zn|2
E1,0uny En_le{—l,l}

= pretpostavka indukcije = 2 - 22 |z 24 [z 47y Lo gy 12

= 2" (la1* 4+ ... 4 |za[?).
Time je gornja tvrdnja dokazana.
Za rjesenje zadatka treba prosumirati nejednakosti
|6121 + ...+ snan2 < '€1w1 + ...+ s':nwnf‘\.

Po svim izborima e1,...,e, € {~1,1}. Na taj nacin dobivamo

(alf + .+ zaf?) < 2w f? lwn ).

Napomena. Umjesto matematickom indukcijom pomoénu tvrdnju smo mogli
dokazati i direktno:

Z lerz1 + ... + enzn|?
€1,..., En€{—1,1}

n n
= Z ZZskzkE‘z 2
Tyeen cf |

n

n n 3
= > > e |na = 2"
. k=1

k=1l=1 €1y En€{~1,1}

b
P




jer za k # | imamo

Z ELEl = on—2 Z ELEL

€1, En€{—1,1} ek, €1€{—1,1}

= 2" 2(=1) - (=) +(-1)-1+1- (-1)+1-1] =0,
a za k =1 je gornja suma jednaka 27.

2. Nad stranicom BC trokuta ABC konstruirajmo izvana jednakostranicni
trokut CBD. Neka je E tocka ravnine takva da su trokuti BDE 1 Iiv7> 0
ladni i jednako orijentirani.

Radi |BP| = |BE| i JPBE = 60° je trokut BEP jednakostrani¢an. Iz
JAPB + 4 BPE = 120° + 60° = 180° i JPEB + 4 BED = 60° + 120° = 180°
slijedi kolinearnost totaka A, P, E, D. Osim toga je

|AP| +|BP|+|CP| = |AP| + |PE| +|ED| = |AD]|. a

Neka je R totka unutar trokuta ABC takva da su trokuti ARC .i ABD slizni, tj.
takva da je $RAC =y BAD < o i JRCA=44BDA= I BCP < 7.

Iz sli¢nosti trokuta RAC i BAD je

|AR] _ |AB| @)
|AC|  |AD|
Nadalje su zbog 4 RAB = JCAD i ,lj—ﬂ = ilj—gll trokuti ABR i ADC + i
L]
pa je 4ARB = JACD = 60° + ~. Sada iz JARB = 60° + vy = J A
JARC = SABD = 60° + 8 = JAQC slijedi R = Q. (Naime, po teore. o
obodnom kutu, tocka Q lezi na kruznicama opisanim trokutima ABR i ARC .



Iz (1), (2) i R = Q dobivamo

l4Q[ _ c

- ,tj.
b |AP| + |BP| +|CP|

(IAP[+|BP| +|CP|) - |AQ| = b,

e

a analogno se dokazuju i jednakosti

(IAP|+|BP|+|CP|)-|BQ| =ca, (|JAP|+ |BP|+|CP|)-|CQ| = ab.

Kona¢no, njihovim mnoZenjem slijedi
(IAP[+|BP| +|CP|)* - |AQ| - |BQ| - |CQ| = (abc)?.

3. Iz dane jednadzbe dobije se z; = g

a) Pretpostavimo suprotno, tj. da je npr. z, = 1.

Oznaimo (Tn—1,Yn-1,2n-1) = (a, b, ¢) i (Zn,yn,za) = (4, B,C). P D
a, b, ¢, A, B, C racionalni brojevi. Tada iz Al =1t). A==+1 i 2a = +1

a? -1
slijedi, a je rjesenje jednadzbe

a?-2a—-1=0 i a®4+2a-1=0.

Medutim, nijedna od njih nema racionalno rjeSenje, dok bi po konstrukciji, a morao
biti racionalan broj. Zato je pretpostavka bila pogresna, tj. ne moze biti z, = 1,
Yn=1 i1 2z, =1.

b) Odgovor je NE! Nakon ratuna se dobije da ako (a,b,¢) ima sv-istvo
a+b+c=abc onda je i

2a+2b+2c_2a 2b 2¢c
a?—-1 B2—1 " ¢2—-1 a2-1 ¥2-1 21"

To je posljedica jednakosti

2a + 2b + 2c 2a 2b 2¢
a2—-1 b2 -1 2-1 a2-1 B2—-1 &2_1

2(abc ~a —b—c)(ab+ bc+ca — 1)
(a2 —1)(»% - 1)(c? — 1)

Bududi da je z1 + y1 + 21 = 219121, zakljuéujemo da bi iz z, + yp + 2, = 0
slijedilo Znynzn = 0, §to nije mogude.

4. Prvo rjesenje. Imamo:

cos2a = 2cos2oz—1,
cosda = 2(2cos’a—1)2 -1 = 8cos*a —8cos?a+1 < 0.
2—+2 2 2
Za nejednadzbu 8t* — 8t +1 < 0 je T\/_ <t*< +4\/_. Zbog danog uvieta je
2—2 1
cosoy =1 < — 4\/_=—~0.38...<~§.

Sada je



1 1 1 1
c082a+§ = 2(cosza—z> = 2(cosa—§> (cosa+—i>,

1
cosZa-i—ﬂ > =

1
2" =
cos2"a + 2}

v
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Odavde slijedi,

odnosno

Drugo rjesenje. Zbog 2m-perodicnosti je dovoljno naéi sve « € [0,27) koji
zadovoljavaju uvjete zadatka.

Broj % ne moze biti dijadski razlomak, tj. oblika = = g% za neke m, n € Ny,
Jer bi tada bilo cos (2"a) = cos (2mx) =1 > 0.

Svaki broj iz [0,1) koji nije dijadski razlomak moZe se na jedinstveni nacin
zapisati u binarnom obliku. Neka je

a
5 = 0.b1b2b3 ... bpbpyy . .. ()
T
binarni prikaz broja 23. Tada je
T
2"«

% = b1b2b3 e bn.bn+1bn+2 ceey

cos(2"a) <0 & 2"ac€ U <2k7r+ Zf_,g,m + :’jr\
k 2 2/
€Z
2"

1 3
e 2%¢ <k+—,k+~‘.
o kLer AR

Odavde se vidi da za svaki n € Ny mora biti

bn+1 = 0, bn+2 =1 111 bn+1 = 1, bn+2 =0.

Zato su u prikazu (x) svake dvije susjedne znamenke razlicite, §to se svodi na,

2 —0.010101... il -2 =0.101010...
27" 271'
tj.
1 1
= . 1
2£:_4_T:§ ili 22:—__21:§
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