MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za I. razred srednje §kole

A varijanta

1. Odredi sve troznamenkaste brojeve Zyz (z, v, z su dekadske znamenke) koji su
Jednaki izrazu z + y + 2 + zy + yz + 2z + Ty2.

2. Neka su a, b, c realni brojevi koji nisu svi jednaki, takvi da vrijedi

1 1 1
a+—-=b+-=c+ -.
b c a

1
Dokazi da je a + y = —abc.

3. Iz jednog vrha siljastokutnog trokuta povuéena je visina, iz drugog tezisnica, a iz
treceg simetrala kuta. Ta tri pravca ne prolaze istom tockom, veé njihove tocke
presjeka Cine vrhove novog trokuta. DokaZi da novi trokut ne moze biti jednako-
stranican.

4. U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i
svakom stupcu produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko Je nadéina to mogude
napraviti?

Svaki zadatak se boduje s 25 bodova.



MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za II. razred srednje skole

A varijanta

1. Odredi sve cijele brojeve m, n za koje vrijedi

m? +n® = (m +n)2.

2. Neka su z, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je zyz = 1. Dokazi nejednakost

-1 -1 -1
oY - >,
y+1 z+4+1 x+1

3. Kruznice C, i C; sijeku se u tockama A i B. Tangenta kruznice C, povuéena iz tocke
A sijece kruznicu C; u tocki C, a tangenta kruznice C; povucena iz tocke A sijece
kruznicu C; u tocki D. Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta ¥ CAD,
sijeCe kruznicu C; u toc¢ki M, kruznicu C; u tocki N i kruznicu opisanu trokutu
ACD u tocki P. Dokazi da je udaljenost totaka A i M jednaka udaljenosti to¢aka
NiP.

4. U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i
svakom stupcu produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko je naé¢ina to moguée
napraviti?

Svaki zadatak se boduje s 25 bodova.



MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. - 29. travnja 2006.
Zadaci za III. razred srednje skole

A varijanta

2 _ p2

a® —b
1. Duljine stranica trokuta su @, bic=——==, a >b. Dokazi da za kutove o 18,
va? + b? b

nasuprotne stranicama a i b, vrijedi o — 3 = 90°.

2. U jednakokra¢nom trokutu ABC s krakovima AR i AC, D je poloviste osnovice
BC'. Neka je tocka E noziste okomice iz D na stranicu AB, te F poloviste duzine
DE. Dokazi da je AF okomito na EC.

3. Kruznice C; i C, sijeku se u tockama A i B. Tangenta kruznice C, povuéena iz tocke
A sijece kruznicu C; u tocki C, a, tangenta kruznice C; povuéena iz totke A sijece
kruznicu C, u toéki D. Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta JCAD,
sijeCe kruznicu C; u togki M, kruznicu C2 u tocki N i kruznicu opisanu trokutu
ACD u tocki P. Dokazi da je udaljenost tocaka A i M jednaka udaljenosti tocaka
NiP.

4. Sest otoka povezano je linijama jednog trajektnog i Jednog hidrogliserskog poduzeéa.
Svaka dva otoka povezana su (u oba smjera) linijom to¢no Jednog od ova dva po-
duzeca. Dokazi da je moguée ciklicki posjetiti Cetiri otoka koristeéi linije samo
Jednog poduzeéa (tj. da postoje Cetiri otoka A, B, C i D i poduzeée ¢iji brodovi
plove na linijama A <+ B, B & C, C < D, D < A).

Svaki zadatak se boduje s 25 bodova.




MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za IV. razred srednje Skole

A varijanta

1. Dokazi da sjeciSte pravaca koji sadrze visine trokuta, kojeg tvore tri tangente parabole,
lezi na ravnalici te parabole.

2. Ako su k i n prirodni brojevi, dokazi da je izraz

(n* = 1)(n® —=n® 4+ n— 1)F + (n+ 1)n* 1,

djeljiv s n® + 1.

3. Kruznice C, i C, sijeku se u tockama A i B. Tangenta kruznice C, povuéena iz tocke
A sijece kruznicu C; u tocki C, a tangenta kruznice C; povucena iz totke A sijece
kruznicu C; u to¢ki D. Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta JCAD,
sijece kruznicu C; u toc¢ki M, kruznicu C u tocki N i kruznicu opisanu trokutu
ACD u tocki P. Dokazi da je udaljenost totaka A i M jednaka udaljenosti tocaka
NiP.

4. Sest otoka povezano Je linijama jednog trajektnog i jednog hidrogliserskog poduze¢a.
Svaka dva otoka povezana su (u oba smjera) linijom toéno jednog od ova dva po-
duzeca. Dokazi da je moguce ciklicki posjetiti cetiri otoka koristeéi linije samo
jednog poduzeca (tj. da postoje Cetiri otoka A, B, C i D i poduzeée ¢iji brodovi
plove na linijjama A & B, B <> C, C +» D, D + A).

Svaki zadatak se boduje s 25 bodova.



Drzavno natjecanje 2006., I. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Odredi sve troznamenkaste brojeve Zyz (z, y, z su dekadske znamenke) koji su jednaki
izrazu T +y + z + 2y + yz + 21 + TY=2.

Rjesenje. Treba odrediti znamenke z, y, z tako da vrijedi

Yz = r+y+z+zy+yz+ 22+ zyz,
100z +10y+2z = z+4+y+z+zy+yz+ 2z + zyz,
9z +9y —zy = yz+z2z+ TY2.

Zato je .
= 99z + 9y — zy

T+y+zy

Kako je z znamenka, mora biti z < 9, odnosno
99z + 9y — zy < 9z + 9y + 9zy,

odakle slijedi 90z < 10zy, tj. y > 9. Naravno, i y je znamenka pa je nuzno y=09.
99z +9-9-9z 90z + 81

z+9+9r 10z +9
Polazna jednakost je zadovoljena za y = z = 9 i bilo koji z:

Uvrstavanjem dobivamo z =

T+ytztayt+yz+tzr+zrzyz=z+9+9+9z =81+ 9z + 81z = 100z + 99 = z99.

TraZeni brojevi su: 199, 299, 399, 499, 599, 699, 799, 899 i 999.

2. Neka su q, b, c realni brojevi koji-nisu svi jednaki, takvi da vrijedi

1 1 1
a+-=b+-=c+ —.
b c a

1
Dokazi da je a + 5= —abc.

1 1 1 . :
Rjesenje. Neka je p = a + 5= b+ — = c+ —. Treba dokazati da je p = —abc.
: ¢ a

Mnozenjem ovih jednakosti s b, ¢, a redom, dobivamo
ab+1=pb, bc+1=pc, ca+1=pa,
a njihovim oduzimanjem jednakosti:
bla—c)=plb—c), c(b—a)=plc—a), a(c—b)=pla—b).
Mnozenjem ovih triju jednakosti dobivamo

abe(a — ¢)(b - a)(c —b) = p*(b— ¢)(c — a)(a — b). (%)



Iz danih jednakosti dobivamo

b — 1 1__ b—c

¢ Ty T T
1 1 —

b—c = ——=- = ¢ a,
a ¢ ca

B 1 1 _ a—>b

cTe = b a  ab’

te mnozenjem
(@ —b)(b—c)(c—a)
(abo)? . (%)

(@a=b)(b—-c)(c—a) =

Ako bi dva od brojeva a, b, ¢ bili jednaki, bili bi jednaki sva tri. Zakljucujemo da su dani
brojevi medusobno razliciti, tj. da je (a — b)(b — ¢)(c — a) # 0.
Sada iz (**) dobivamo abc = +1.

Iz (x) je p* = —abc, tj. p? = F1, pa zakljuCujemo p = F1, te konaéno p = —abe.

- Iz jednog vrha siljastokutnog trokuta povuéena je visina, iz drugog teziSnica, a iz treéeg
simetrala kuta. Ta tri pravca ne prolaze istom tockom, veé njihove tocke presjeka éine
vrhove novog trokuta. Dokazi da novi trokut ne moze biti jednakostranican.

Rjesenje. Neka je AA; visina, BB tezisnica i CC} simetrala kuta, te neka su D, Ei F
kao na slici.

Pretpostavimo, suprotno tvrdnji zadatka, da je trokut DEF Jednakostranican, tj. da su
mu svi kutovi 60°.

Tada je u trokutu BA|F: 4 A1 FB =60°i 4 BAF = 90°, pa je J A1 BF = 30°.

U trokutu A;CFE takoder znamo dva kuta, 4 A;EC = 60° i 4 EAC = 90°, pa je
J A1CE = 30°. Kako je CC) simetrala kuta 4 ACB, slijedi ¢ ByCD = 4 DCA; =30° i
4 BCA = 60°.

Zato sada iz trokuta BCB; zakljuéujemo 4 BB,C = 90°, pa je tezisnica BB; ujedno
i visina trokuta ABC. To znati da je trokut jednakokracan, |AB| = |BC|. No, jed-
nakokracni trokut s jednim kutom od 60° je jednakostrani¢an. Ali, ako je AABC jed-
nakostranican, onda se A4y, BBy i CC) sijeku u jednoj tocki. Kontradikcija.



4. U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i svakom
stupcu produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko je naéina to moguée napraviti?

Rjesenje. Dovoljno je prebrojiti moguée "rasporede” prostih faktora u tablici. Rastav
broja 270 na proste faktore je 270 = 2.5 - 33.

Jasno je da ¢e u svakom retku i svakom stupcu tocno jedan broj biti djeljiv s 2, i to¢no
jedan djeljiv s 5.

Faktore 21 5 u prvom retku mozemo upisati na bilo koje od tri mjesta, a zatim u drugom
retku na jedno od dva "preostala” mjesta. Nakon toga je polozaj tog faktora u tre¢em
retku jednoznacéno odreden. Zato faktore 2 1 5 mozemo upisati na po 6 nadina.

Sto se tice djeljivosti s 3, ima malo vise mogucénosti. Od tri broja u istom retku (ili stupcu),
moguce je:

a) da je svaki djeljiv s 3 (ali ne s 9);

b) da je jedan djeljiv s 9 (ne s 27), jedan s 3 (ne s 9), a tre¢i nije djeljiv s 3:

c¢) da je jedan djeljiv s 27 (ali ne s 81), a ostali nisu djeljivi s 3.

Mogudi rasporedi faktora 3 po tablici su:

31313 31313 91311 27101 | 1 119
3133 91311 3119 11127 27111411
31313 11319 11913 12711 11319

1. tri retka tipa a)
2. jedan redak tipa a) i dva retka tipa b)
3. triretka tipa b)
4. tri retka tipa c)
5. jedan redak tipa c) i dva retka tipa b)

Drugih moguénosti nema.

Prebrojimo moguée rasporede:

1. Samo je jedan ovakav raspored.

2. Biramo u koji od tri retka upisati (3,3, 3), zatim upiSemo u jedan retak neku od 6
permutacija od (9,3,1), a treéi redak je jednoznacno odreden. To mozemo napraviti
na J -6 = 18 nacina.

3. Prvi red mozemo popuniti na 6 nacina, drugi na dva nacina, a treéi na samo jedan
nac¢in. Ukupno: 12 naéina.

4. Ukupno 3 -2 = 6 nacina.

5. Slicno kao pod 2., ukupno 18 nacina.

Ukupan broj moguénosti rasporeda faktora 3 je 1 + 18 + 12 + 6 + 18 = 55.

Konacno, trazeni ukupni broj moguénosti je 6 - 6 - 55 = 1980.



Drzavno natjecanje 2006., II. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Odredi sve cijele brojeve m, n za koje vrijedi

m?® 4+ n® = (m +n)2.

Rjesenje.
Jednadzba se moze zapisati u obliku
(m +n)(m? —mn +n?) = (m +n)2

Odavde slijedi da su svi parovi (m,n) = (e,—a), a € Z rjeenja dane jednadibe. Za
m # —n, nakon dijeljenja s m +n dobivamo kvadratnu jednadzbu po m :

m? —(n+1)m+n? —n=0.
Njezina diskriminanta je D = (n + 1)2 — 4(n? — n) = —3n? + 6n + 1. Da bi rjesenja bila

3-2V3 3+2V3

realna mora biti D > 0, tj. < —3 odakle slijedi n € {0, 1, 2}.

Moramo jo§ promatrati sljedeéa tri sluéaja:

I°n=0: m?2-m=0,tj. m=0ilim=1;
2°n=1: m?-2m=0,tj. m=0ilim=2;
Fn=2: m?*-3m+2=0,tj. m=1ilim=2.

Skup cjelobrojnih rjesenja dane jednadzbe je

{(a,-a)|a € Z}U{(0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2)}.

2. Neka su z, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je zyz = 1. DokaZi nejednakost

—1 -1 -1
z +y z > 0.
y+1 2+1 z+1

Rjesenje.
MnozZenjem nejednakosti s (z + 1)(y + 1)(z + 1) dobivamo ekvivalentnu nejednakost

(22— D+ 1)+ =D(@+1)+ (2 - ) y+1) >0,
ili, nakon sredivanja,

(Fz+y’ s+ 229+ (@ + 2+ ) >z +y+2+3.

Primjenom A-G nejednakosti dobivamo



%2 + Y’z + 2%y > 3323323 = 3.

Iz
(x+y+2)? = 22 +y%+ 2%+ 22y +2yz + 227
< 224yt 224 P P + 2% + 22+
= 3(a®+y?+72%)
dobivamo
2
2+ 422 > gx_‘{_—y?—{_-_z)_
+y+z
= (m+y+z)u—

3

> (z+y+2)¥zyz = z+y+ 2.

Time je dokazana i polazna nejednakost.

. Kruznice C; i C; sijeku se u tockama A i B. Tangenta kruznice C» povucena iz totke A
sijeCe kruznicu C; u toc€ki C, a tangenta kruznice C; povucena iz tocke A sijece kruznicu
Cs u tocki D. Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta 4 CAD, sijeCe kruznicu C;
u tocki M, kruznicu Cs u totki N i kruznicu opisanu trokutu ACD u tocki P. Dokazi da
je udaljenost tocaka A i M jednaka udaljenosti tocaka N i P.

Rjesenge.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da polupravac kroz tocku A lezi unutar
kuta 4 BAC.




Tada je
JCMP=4MCA+<4CAM =4 MAD + 4CAM = JCAD.

Takoder je S CPM = 4 CDA jer su to kutevi nad tetivom AC kruznice opisane trokutu
ACD. Zato je trokut ACD slican trokutu MCP i

[MC|  |MP|

[ACI ~ JAD|

Nadalje je $ ACM = 4 MAD = 4 NAD 1 4CAM = SCAN = 4 ADN pa je trokut

ACM slican trokutu DAN i
|[AN] |MC|

|AD| — |AC|
Slijedi |M P| = |AN|, odnosno |AM| = |NP| sto je i trebalo dokazati.

. U polja kvadrata 3 x 3 treba upisati prirodne brojeve, tako da u svakom retku i svakom
stupcu produkt upisanih brojeva bude 270. Na koliko je nadina to moguée napraviti?

Rjesenje. Dovoljno je prebrojiti moguée "rasporede” prostih faktora u tablici. Rastav
broja 270 na proste faktore je 270 =2 -5 - 33.

Jasno je da ¢e u svakom retku i svakom stupcu toéno jedan broj biti djeljiv s 2, i to¢no
jedan djeljiv s 5.

Faktore 2 i 5 u prvom retku moZemo upisati na bilo koje od tri mjesta, a zatim u drugom
retku na jedno od dva ”preostala” mjesta. Nakon toga je polozaj tog faktora u treéem
retku jednoznacno odreden. Zato faktore 2 1 5 moZemo upisati na po 6 nadina.

Sto se tice djeljivosti sa 3, ima malo vise moguénosti. Od tri broja u istom retku (ili
stupcu), mogude je:

a) da je svaki djeljiv s 3 (ali ne s 9);

b) da je jedan djeljiv s 9 (ne s 27), jedan s 3 (ne s 9), a tre¢i nije djeljiv s 3;

c¢) da je jedan djeljiv s 27 (ali ne s 81), a ostali nisu djeljivi s 3.

Moguéi rasporedi faktora 3 po tablici su:

3133 3131(3 9(3(1 271111 1 3
31313 9131 1 27 271141
31313 11319 11913 11271 1 9

tri retka tipa a)
jedan redak tipa a) i dva retka tipa b)
tri retka tipa b)
tri retka tipa c)

AN

jedan redak tipa c) i dva retka tipa b)

Drugih moguénosti nema.

Prebrojimo mogude rasporede:

1. Samo je jedan ovakav raspored.



2. Biramo u koji od tri retka upisati (3, 3,3), zatim upiSemo u jedan retak neku od 6
permutacija od (9, 3,1), a treéi redak je jednozna¢no odreden. To moZzemo napraviti
na 3 - 6 = 18 nacina.

3. Prvi red moZemo popuniti na 6 na¢ina, drugi na dva nafina, a tre¢i na samo jedan
nac¢in. Ukupno: 12 nacina.

4. Ukupno 3 -2 = 6 nadina.

5. Sliéno kao pod 2., ukupno 18 nacina.

Ukupan broj moguénosti rasporeda faktora 3 je 1 +18 + 12 + 6 + 18 = 55.

Kona&no, traZeni ukupni broj moguénosti je 6 - 6 - 55 = 1980.




T 21 . e
slijedi S = - 1o to nije mogudée jer je S € N.

Stoga se bridovi ne mogu oznaéiti na trajeni naéin.

<




Drzavno natjecanje 2006., III. razred, A kategorija — rjeSenja zadataka
Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.
a? — b?

, a’ + b2
nasuprotne stranicama a i b, vrijedi a — 8 = 90°.

1. Duljine stranica trokuta su a, b i c= , @ > b Dokazi da za kutove « i S,

Prvo rjesenje.

Prema poucku o sinusima vrijedi.

a+b sina + sin B QSinaziﬁcosa—;”i
c siny 2sin % cos 7

- O_ — —
2sin %1 cos a—Qﬁ cos %ﬁ

n L cos 1 = Tanl
2sm20032 sin 3

Ako je a — = 90°, tada je cos %ﬁ = c0s45° = % Zato je dovoljno dokazati

sin Y V2 c 1—cosy c?
m-—-——-= —. =
2 2 a+b 2 2(a+ 5)2
odnosno
c? (a +b)? — ¢?
cosy=1-— 5 = 3
(a +b) (a +b)
Uvrstimo li zadanu vrijednost za ¢, imamo
2_p2)2
(a+b)2—(ia,+—’},)~ (a+b)% (a? + %) — (a +b)? (a — b)?
COSs = =
K (a +b)2 (a2 1+ 62) (a + b)°

(@+8)° [(@*+8) ~(@a=0°] o
(a2 + b2) (a + b)? S a?+ b

Sada je dovoljno dokazati da za zadani trokut vrijedi posljednja jednakost. Prema poucku
o kosinusima, za zadane stranice vrijedi

2
a? + b2 — ¢? 02+b2—£a—27——b2)r
cosy = = a”+b
2ab 2ab
_ (a2 + b2)2 — (a2 - b2)2 _ 4a%b? _ 2ab
- 2ab (a? + b2) "~ 2ab(a?+b2) a2 + b2

Drugo rjesenje.
Oznagimo na stranici BC' totku D takvu da je |[AD| = |BD|. Sada treba dokazati da je
trokut ADC pravokutan, odnosno
b? + 22 = (a — z)?
c
2cos 3’

gdje je z = |AD| =



Tvrdnja je ekvivalentna s

c
b2 = -2 = — =
(a—2z)a (a cos,3> (a
_ a2 1— 202
a?+c¢t-b2)’
odnosno s
1 b? . 2c?
a? a2+ -2
Invertiranjem dobijemo
a? _ a? —v? + 1
a2 —-b2 22 2
i odavde 0
b @)
a? + b?

$to je ispunjeno uvjetom zadatka. Dakle, § DAC = o —

B =90°.

. U jednakokraénom trokutu ABC s krakovima AB i AC, D je poloviste osnovice BC. Neka
je tocka F noiziste okomice iz D na stranicu AB, te F poloviste duzine DE. Dokazi da je

AF okomito na CFE.

Prvo rjesenje.




AP ~ AB+FF=AB+ ED

CE = CD+DE=DB-FED=DE+ EB - ED - BB — 25D,
Kako je AE L ED i EB L ED slijedi

AP-OF ~ (4B + {ED) . (8 - 25B) = 2 B - FD- D,

Racunamo
AL B ~ (4D - BD) - T8 = A BB~ 0~ 4D (BB + DB) = 4D - T+ 0
pa je
AP-CB = 4B FD - BB - 5D ~ (4D - BD) - BB = 18- 53 — o

i tvrdnja je dokazana.

Drugo rjesenje.

B C

Neka je H totka presjeka AF i CE. Spustimo okomicu iz C na AB i noziSte oznaéimo sa
G. Tada je trokut EDA sli¢an trokutu GBC, jer je < AED = 4BGC =90°i J EDA =
90° — 9 EDB = 4GBC. Kako je DE || CG i D poloviste od BC, E je poloviste od
BG. Stoga je CE tezisnica trokuta GBC. Takoder je AF tezisnica trokuta EDA pa
zbog slicnosti tih trokuta slijedi ¢ FAD = 4 ECB. Dakle, ¢etverokut HDCA je tetivni i
JAHC = 4 ADC = 90°.

. Kruznice C; i C; sijeku se u tockama A i B. Tangenta kruznice Cy povuéena iz tocke A
sijeCe kruznicu C; u tocki C, a tangenta kruznice C; povucena iz tocke A sije¢e kruznicu
C2 u tocki D. Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta J CAD, sijeée kruznicu C;
u tocki M, kruznicu Cy u tocki N i kruznicu opisanu trokutu ACD u tocki P. Dokazi da
Je udaljenost tocaka A i M jednaka udaljenosti tocaka N i P.

Rjesenge.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti polupravac kroz tocku A lezi unutar kuta

I BAC.



Tada je
JCMP=3MCA+JCAM =4 MAD + 4CAM = 4 CAD.

Takoder je S CPM = 4 CDA jer su to kutevi nad tetivom AC kruZnice opisane trokutu
ANACD. Zato je trokut ACD slican trokutu MCP i

IMC| _ |MP|
|AC — |AD|’

Nadalje je 4 ACM = S MAD = S NAD i $CAM = JCAN = J ADN pa je trokut

ACM sliéan trokutu DAN i
|AN| _ |MC|

|AD| — |AC|’
Slijedi |M P| = |AN|, odnosno |AM| = |NP| §to je i trebalo dokazati.

. Sest otoka povezano je linijama jednog trajektnog i jednog hidrogliserskog poduzeéa. Svaka
dva otoka povezana su (u oba smjera) linijom toé¢no jednog od ova dva poduzeca. Dokazi
da je moguce cikli¢ki posjetiti etiri otoka koristeéi linije samo jednog poduzeca (tj. da
postoje éetiri otoka A, B, C i D i poduzece &iji brodovi plove na linijjama A < B, B + C,
C < D, D+ A).

Rjesenge.

Broj linija izmedu 6 otoka je (g) = 15. Prema Dirichletovom nagelu postoji poduzece,
nazovimo ga X, koje plovi na barem 8 linija. Promotrimo etveroclane podskupove otoka
i za svaki takav podskup promotrimo sve linije izmedu ta 4 otoka kojih ima (é) =6. U
barem jednom od tih podskupova na 4 linije plovi X, s obzirom da to poduzeée plovi na
vise linija od drugog poduzeca. Naime, u protivnom bi za svaki ¢etveroclani podskup na
po 3 linije plovilo i jedno i drugo poduzece, §to nije moguce.

Ako te 4 linije ¢ine ciklus, tvrdnja je dokazana.

Pretpostavimo sada da X plovi izmedu otoka A, B, C i D na totno 4 linije koje ne Cine
ciklus (ako bi plovio na 5 linija medu tim otocima, tada bi imali ciklus od 4 povezana
otoka). Pretpostavimo da X plovi na linijjama A & B, B C,C & A, A+ D.




|\Tl |

Zato su preostala dva otoka £ i F' ukupno povezana s barem 4 linije (s ostalim otocima i
eventualno medusobno). Zato je barem jedan od njih, recimo E, povezan s otocima A, B,
C i D s barem dvije linije.

Ako su obje s odredistima iz skupa {4, B, C}, tada opet imamo ciklus od 4 povezana otoka
A B, CiE.

Ako je jedna od linjja E <+ D, adruga E ¢ B ili E +» C, opet imamo ciklus od 4 povezana
otoka.

Pretpostavimo da poduzece X plovi na linijama E < D i E + A, a ne plovi na linijama
EsBiEeC.



Ako jos k tome plovi i na liniji £ ¢ F, tada X iz F plovi prema jednom od otoka A, B,
C i D (ukupno je 8 linija poduzeéa X), te u svakom od tih slu¢ajeva imamo ciklus od 4
povezana otoka.




Zato pretpostavimo da iz E poduzeée X plovi samo na linjjama £ & DiE & A. U
tom slucaju iz F' poduzeéa X plovi na dvije linije prema otocima, A, B, CiD. Istim
zakljucivanjem kao ranije zaklju¢ujemo da imamo ciklus od 4 povezana otoka, osim mozda
u slucaju kada su te dvije linije F <> D i F <> A. No, tada su ciklusom povezani otoci A,
D, EiF.




Drzavno natjecanje 2006., IV. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Dokazi da sjeciste visina trokuta kojeg tvore tri tangente parabole lezi na ravnalici te
parabole.

Rjesenge.
Parabola ima jednadzbu y? = 2pz. U tocki T (z1,y1) ona ima tangentu
t1 my = px + pT1.

Analogno su jednadzbe tangenata

ta ... Yoy =pr+pxy t3 ... Y3y =pz-+pzr3,

za koje se lako vidi da imaju sjeciste

1 1
Tos = | —voys, =
23 <2py2y3,2(y2+y3)>

jer je npr.

1( +ys) = 1 +12
Y2 22/2 Yys) =Pp 2py293 2y2,

pa je Ths € to 1slicno je T3 € t3.




Ravnalica ima jednadzbu z = —g. Iz ove dvije jednadzbe za ordinatu sjeci$ta visina

trokuta 779713753, s ravnalicom, dobivamo

1 vi{ p yys) 1 Y1Y2Y3
y—2(y2+y3) p( 2 2 —2(y1+y2+y3)+ 2p?

Dobiveni izraz je simetri¢an po yi, ¥2, y3, pa slijedi tvrdnja zadatka.

2. Ako su k i n prirodni brojevi, dokazi da je izraz
(n* =P =n? +n-1DF + (n+1)n* 1
djeljiv s n® + 1.

Prvo rjesenje.
Dokaz provodimo matematickom indukcijom po k.

1° Baza indukcije. Za k =1 je:
=13 —n?+n-1)+(n+1)nd=

= (n=-1Dn+1)R*+D)n-1)"n2+1)+ (n+1)nd

= (n+1)[(n? —2n+1)(n* + 2n% + 1) + nd)

= (n+1)[n® —2n° +3n* — 3n® + 3n? — 2n + 1]

= (n+1)[(n®+n)—2(n°+1)+3(n* —n® +n2 —n+1)

= n(n+1)(n° +1) = 2(n+1)(n°+ 1) + 3(n® + 1),
odakle slijedi da je (n* — 1)(n3 —n? +n — 1) + (n + 1)n® djeljivo s (n5 + 1).
2° Korak indukcije. Pretpostavimo da je za neki k£ € N dani izraz djeljiv s n® + 1, tj. da je

(n* =13 —n?+n-1)F+ (n+1)n* 1 = @0® +1)4,
gdje je A cijeli broj. Pokazimo da je i
(n* = 1)(n® —n® +n — 1)FH 4 (n 4 1)ntkH3

djeljivo s (n® + 1). Imamo

(n* = 1)(n® —n?2 +n - 1)k =

= (n®—n*+n- 1)((”5 +1)A—-(n+1) -n4’°_1>

= P+ -n?+n-—DA-(n+1)(n®—n?+n—1) nt1

odnosno




(n*-=1)(n*—n*+n-— 1) 4 (n + 1) - 43 =

= (n®*+1)(n*-n?+n-1)A-
—(n+ 13 —n?+n—1)-n* "+ (n+1)- nik+3

= P+l —nt4n—DA+(n+1) .n4k~1(n4 —(n®-n?+n—1))

= (n%+ 1)((713 —nf4+n—-1)A+ n4k—1>,
odakle slijedi da je dani izraz djeljiv s n® + 1 za svaki k € N.
Drugo rjesenje.
Dani izraz je polinom u n, oznafimo ga s fr(n), s cjelobrojnim koeficijentima. Kako
jednazba z° + 1 = 0 ima razliCita kompleksna rjesenja, dovoljno je pokazati da ako je
25 +1 = 0, onda vrijedi fx(z) =0. Za z = —1, fy(~1) = 0. Ako je /+1=0az# -1,

onda je

o+t —z+1=0.

Tada je z* = z3 — % + z — 1 i napokon,

filz) = (' = D) + (@ + a7 = 2@ + 1) = 0.

Zadatak 3.1 4.isti su kao 3. i 4.u tresceem razredu.



