MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za I. razred srednje skole

B varijanta

, b2 +c*—a? (a—b+c)a+b—c)
1. Nek = = .
craje s 2bc by (a+b+c)b+c—a)

Dokazi da je (z+1)(y+1)=2.

2. Za koje realne brojeve a jednadzba

lz—2|+|3—-z|=a
ima toc¢no dva rjeSenja ?
3. U pravokutnom trokutu ABC (v = 90°), srediste upisane kruznice udaljeno je od
2

vrhova A, B, C redom za /5, /10, v/2 cm. Odredi polumjer tom trokutu opisane
kruZnice.

4. Dokazi da ne postoje neparni cijeli brojevi z, y, z za koje vrijedi

(z+y)*+ (z+2)2=(y+2)

5. Razred od 28 ucenika dobio je za domacu zadadu 8 zadataka. Svaki ucenik rijesio
je to¢no dva zadatka, a nikoja dva ucenika nisu rijesila ista dva zadatka. Pokazi da
je svaki zadatak rijesilo jednako mnogo ucenika. Koliko?

Svaki zadatak se boduje s 20 bodova.



VIINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za II. razred srednje §kole

B varijanta

1+
+ , izracunajte zbroj

1. Akojezzw

1+z4+22+ 284+, + 22006,

2. Odredi koliko rjeSenja ima sustav jednadzbi

?—y* = 0,
(w—a‘)2+y2 = 1’

ovisno o vrijednosti realnog parametra a.

3. Na duzini AB odabrana je totka M i zatim su s iste strane duzine AB konstru-
irani jednakostraniéni trokuti AMD i MBC. Dokazi da Cetverokut ABCD ima
najmanju povrSinu ako je M poloviste duZine AB.

4. Neka su E i F totke na stranici AB pravokutnika ABCD takve da je |[AE| = |EF)|.
Okomica na AB u tocki F sijece dijagonalu AC u tocki G, a duzine DF' i BG sijeku
se u tocki H. Dokazi da su povr§ine trokuta FBH i GHD jednake.

5. Mogu li se bridovi tetraedra oznatiti brojevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6 (svaki broj za
tocno jedan brid) tako da zbrojevi brojeva bridova na svakoj njegovoj strani budu
medusobno jednaki?

Svaki zadatak se boduje s 20 bodova.



MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za I1I. razred srednje $kole

B varijanta

1. Ako vrijede jednakosti

z z .
24¥4io0 0 24248,
a b c T Yy =z

dokazi da vrijedi

. Dokazi da nejednakost

V1 +sin2z — /T —sin2z| < V2
vrijedi za sve realne brojeve z.
. U kruZnicu polumjera 1 upisan je Cetverokut ABCD, pri éemu je AD promjer

kruznice.

Dokazi jednakost

|AB|? + |[BC|*> + |CD* + |AB| - |BC| - |CD| = 4.

. Oko polukugle polumjera r opisan je stozac duljine visine H, tako da su baze poluku-
gle i stoSca koncentri¢ni krugovi. Izracunaj volumen onog dijela stosca koji ne pri-
pada polukugli, tj. izrazi taj volumen pomoéu r i H.

. Izmedu Sest otoka uspostavljene su brodske veze. Svaki par otoka povezan je ili
trajektom ili katamaranom. DokaZi da postoje tri otoka od kojih su svaka dva od
njih povezana istovrsnom brodskom vezom.

Svaki zadatak se boduje s 20 bodova.




MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA
Drzavno natjecanje, Kraljevica, 26. — 29. travnja 2006.
Zadaci za IV. razred srednje skole

B varijanta

1. Niz (a,) zadan je rekurzivno:
ag = 0,
aTl = n + an—l, n e N.

Kojem broju je jednak asgos?

2. Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi nejednakost

|
;WZ\/E

3. Valjkasta posuda polumjera osnovke r = 4 cm i duljine visine v = 16 cm napunjena.
je vodom. Odredi kut za koji treba nagnuti posudu prema ravnini osnovke tako da
iz nje iscuri Cetvrtina vode.

4. QOdredi tangens kuta koji zatvaraju zajednicke tangente krivulja

2242y =2 i y? =4z

5. Izmedu Sest otoka uspostavljene su brodske veze. Svaki par otoka povezan je ili
trajektom ili katamaranom. DokaZi da postoje tri otoka od kojih su svaka dva od
njih povezana istovrsnom brodskom vezom.

Svaki zadatak se boduje s 20 bodova.



/

" / ) 1y
L% X RS (,Q

> V/\ Lol _:},_,{."»{
Drzavno natjecanje 2006., 1. razred, B varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki tocno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

b2 +c? —a? (@a—~b+c)a+b—c)
1. Neka j = — i = .
erage 2bc . (e+b+c)b+c—a)

Dokazi da je (z+ 1)(y +1) = 2.

Rjesenge.
Vrijedi
_br+c? —a’ + 2

1
r e

(e—b+c)la+b—c)+(a+b+c)(b+c—a)
(a+b+c)(b+c—a)

y+1 =

[e® = (b—c)*] +[(b+c)* —a?
{b+ ¢)? — a?

a2 —b? — % +2bc — a? + b2 + 2 + 2be
—a? 4+ 5 + ¢ + 2bc

4be
—a? 4+ b2 42 4+ 2bc’

Sada izravno slijedi .
(z+1)y+1)=2.

2. Za koje realne brojeve ¢ jednadzba
lz =2|+ 3 -2 =a
ima totno dva rjeSenja 7
Rjesenje.
Najprije skicirajmo krivulju y = |z — 2| + {3 — z|.
Zaz <2 jey=—2+24+3—-2z=25~2z.

Zaz€[2,3] jey=2—-24+3-z=1
Zax >3 je y=x—-2-3+2=2x-25.



Jednadzba |z — 2| + |3 — 7| = ¢ ima tofno dva rjesenja za one vrijednosti a za koje pravac
y = a sijece krivulju u totno dvije toéke, tj. za a > 1.

- U pravokutnom trokutu ABC {y = 90°), srediSte upisane kruznice udaljeno je od vrhova

A, B, C redom za V5, V10, V2 ¢cm. Odredi polumjer tom trokutu opisane kruZnice.

Rjesenge.
Neka je S srediste trokutu upisane kruznice, 7 polumjer upisane, R polumjer opisane
kruZnice, te neka su Ay, B; i C; diralista stranica trokuta i upisane kru’nice.

Najprije uo¢imo da je hipotenuza pravokutnog trokuta promjer trokutu opisane kruznice.
Zato je trazeni polumjer polovica duljine hipotenuze.

Takoder je poznata ¢injenica da je |[AC)| = [AB,|, |BCy| = |BA;| i [CA| =|CB|.

Pritom, zbog toga sto je kut ¢ AC'B pravi, éetverokut CB(SA, mora biti kvadrat, pa je
[CA =|CB)| =r.

Uvedimo oznake z = |[AC)| = [AB]| i y = |BCy| = |BA,|.
Iz pravokutnih trokuta ABS, BC1S i CA,S imamo redom



fui]

2 +rt=5 ¢ +r1=10, 2r*=2.

Iz zadnje jednadzbe slijedi r = 1, a potom iz prve dvijez =2 iy = 3.

Konaéno je R = = —

. Dokazi da ne postoje neparni cijeli brojevi «, ¥, z za koje vrijedi

e+ +(@+2P°=y+ 2)%.

Rjesenje. _
Polaznu jednakost
(@ +y)? + (2 +2)? = (y+2)%

redom transformiramo na sijedeéi nafin:

2?4 2zy + i+ 22 4 232+ 22 = y? + 2z + 22,
z2 + Yy +xz = Yz,
2 frytarzt+yz = 2yz,
elz+y)+2(c+y) = 2yz,
(z+y){z+2) = 24z

Kad bi , v i z bili svi neparni, z +y i 2 + z bi bili parni, a yz neparan, pa bt lijeva strana
bila djeljiva s 4, a desna ne bi, §to je kontradikcija! Zato ne postoje neparni brojevi z, y,
z koji zadovoljavaju danu jednaZbu.

Razred od 28 uéenika dobio je za domaéu zadaéu 8 zadataka. Svaki ufenik rijesio je tofno
dva zadatka, a nikoja dva udenika nisu rijesila ista dva zadatka. Pokazi da je svaki zadatak
rijeSilo jednako mnogo ucenika. Koliko?

Rijcsenge.

Parova zadataka ima 8—57« = 28, tj. jednako mnogo kao i utenika. Zato za svaki par zadataka
postoji toéno jedan ulenik koji je rijesio upravo njih. Svaki zadatak se nalazi u 7 parova,
pa ga je rijesilo to¢no 7 ucenika.



Drzavno natjecanje 2006., II. razred, B varijanta — rjesenja zadataka

Svaki to€no rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

L4
1. Akoje z = +e

V2

, 1zrafunajte zbroj

1424224 2%+ + 22008,
Rjesenje.
Primijetimo da je
z = 2° =1 2= 2t = -1,
ﬂ ? H] \/§ 1
—1-—3 i-
2= Be=g, =" oy

pa je
l+z+22+...+2"=0.

Kako je 2F = 287 k€ {0,1,2,...,7}, { € N, i kako je 2006 = & - 250 + 6, dani zbroj S
mozemo napisati u obliku

§ = (I4z+224+ . +27) 1+ 25+ 228 4 4 22998)

+(I+ 2422+ .. 4 25). 208

-1+
= l4z4+224+...+20 = .
V2
2. Odredi koliko rjesenja ima sustav jednadzbi
22 —-y? = 0,
z-a)+y* = 1,

ovisno ¢ vrijednosti realnog parametra a.
Prvo rjesenje (geomeirijsko).
Iz prve jednadzbe dobivamo y = +z, a to su jednadzbe dvaju pravaca koji se sijeku u

ishodistu.

Drugu jednadzbu zadovoljavaju sve totke kruznice sa sredistem u tocki (a, () polumjera 1.




Iz crteza vidimo da za

la| > /2 sustav nema rjesenja:
la] = /2 sustav ima dva rjeSenja;
lal =1 _ sustav ima tri rjeSenja;

lal <1 ili 1<lal <2 sustav ima etiri rjeSenja.

Drugo rjesenje (. algebarsko).

Iz prve jednadzbe je y? = £2 il Y = £z, pa uvritavanjem u drugu dobivamo kvadratnu
Jednazbu

2z° —~ 20,:1;+ (a® - 1) =0,

¢ija su rjcSenja

Tz =at V2 — a2
Za 2 —a? <0, . ja] > V2 - nema rjeScnja.
Za 2 —a? =, tj. ja| = V2, slijediz = a, y = +a - dva rjesenja.
Zaa—vV2—a? =0,tj. |a] =1 - tri rjedenja.

U svim preostalim sluéajevima, t. 2alal <1 i 1<la| <2, postoje Cetiri rjesenja.



3. Na duzini AB odabrana je totka M i zatim su s iste strane duzine AB konstruirani jedna-
kostrani¢ni trokuti AMD i MBC. Dokazi da tetverokut ABCD ima najmanju povrsinu
ako je M polovidte duzine AB.

Rjesenge.
Povrsina &ctverokuta ABCD jednaka je zbroju polovina povréina jednakostraniénih trokuta
AMD 1 MBC i povrsine trapeza DyC1CD.

b e — e

x>
»

Z
iy

[>2]

Uz oznake |[AB| = a, |AM| = x, vrijedi |BM| = a—z, |C1.D| = §, pa je traZena povrina

p oo 1eVE L @-oVE 1 (2V (e-5)vE) a
2 4 2 4 2 2 2 2
_ #VE_anv3 aB
4 4 4
Kvadratna jednadzba az® + bz + ¢ = 0, ¢ > 0 poprima minimum za 2y = 5 U nasem

slutaju je g = 3.

Dakle, tocka M mora biti u polovistu duzine AB.

4. Neka su E i F tocke na stranici AB pravokutnika ABCD takve da je ﬂﬂ = |EF].
Okomica na AB u tocki E sijede dijagonatu AC u totki G, a duzine DF i BG sijeku se u
tocki H. Dokazi da su povrdine trokuta FBH 1 GHD jednake.

Pruo riesenje.

Uotimo da su kutovi ¢ EFG, 4 EAG 1 4 ABD jednaki, pa su duzine FG i BD paralelne.
Trokuti GFB 1 GFD imaju zajednitku osnovicu, a zbog paralelnosti duzina FG i BD
Jednake su im i visine na tu osnovicu. Stoga su im jednake i povrsine jer je P(GFB) =
P(GFD), pa oduzimanjem zajedni¢kog dijela FGH dobivamo P(FBH) = P(GH D).




~ {
~
G AN
~
H o
~
Y ~
~
* - o
A X E X F a-2x B
Drugo riesenge.
(a —2x)y

Povrsina trokuta GFD

Uz oznake kao na slici, povr§ina trokuta FBG je

jednaka je povrsini trokuta AFD umanjenoj za povrsinu trapeza DAEG i povréinu trokuta
EFG, odnosno

2¢-b (bt+ylz ay

P(GFD) = —=.
(GFD) 2 2 2
Trokuti AEG i ABC su sliéni, pa je
Z_8 i .
"y o=
Sada je
1 b 1 bx 1 bx?
P(GFD} = zb— - (b+—$)x——x' b = by — —
2 a 2 a 2 a
bz ) 1
= %(a -2z) = ~2-y(a —2z) = P{FBG).

Kako su povriine trokuta FBG i GFD jednake, slijedi da su i povrsine trokuta FBH i
GHD jednake.

. Mogu li se bridovi tetraedra oznafiti brojevima 1, 2, 3, 4, 51 6 (svaki broj za totno jedan
brid) tako da zbrojevi brojeva bridova na svakoj njegovoj strani budu meduscbno jednaki?

Rjesenje.
Pretpostavimo da je moguce oznaciti bridove tetraedra na trazeni nacin. Neka je S suma
zbrojeva na svakoj strani.

Vrijedi
a+bt+e=ectc+d=a+d+f=b+c+f=5,
gdje su a, b, ¢,d, ¢, f brojevi pridruzeni bridovima kao na slici. Kako je

45 (a+b+e)+{e+c+d)+{a+d+f)+{b+c+ f)

f

= 2{a+b+c+dt+e+f)=2-(1+243+44+5+6)

= 221 =42,



Drzavno natjecanje 2006., I11. razred, B kategorija — rjeSenja zadataka

Svaki tecno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Ako vrijede jednakosti

b
Ti¥4Ec0 1 242452 :
e b ¢ x oy oz
dokazi da vrijedi
a® bl _
=2 + ? + P 1.
Rjesenge.
Kvadriranjem druge jednakosti dobivamo
2
a b ¢
1= (24249)
z Yy =z

B a? 4 b n ¢? abe (3: Y z)
T2 20 p2 Tyz \a b
a2 b

2. DokaZi da nejednakost

i\/l +sin2z — V1 —sin2zf < V2

vrijedi za sve realne brojeve z.
Rjesenge.
Kako je

1 +sin2z = sin’z+ 2sinzcosz + cos’>z = (sinx + cos z)}?,

1 —sin2z = (sinz —cosz)?,

nejednakost prelazi u

Iisinm + cos x| — |sinz ~ cos z|| < V2. (*)
i

Izraz s lijeve stranc je jednak 2[sinz| ili 2|cosz|. Zbog periodi¢nosti tunkcija sin i cos
dovojno je promatrati z € [0, 27]. Moramo promatrati sljedeca Cetiri slutaja.



7 T V2 o .
1°Zaz € [0, %) U (%,2#] vrijedi |sinz| < % < cosz, pajesinr+cosz >0 i

sinz — cosz < 0, te (x) postaje

V2

inzl < Y2
[sinz| < 5

Sto je zadovoljeno za svaki broj z iz promatranog intervala.

3wl .o 2 _ o o
2 Zazxe [?74{’ IW] vrijedi | cos z| < \/T_ <sing, pajesinz+cosz > 0 i sinz—cosz > 0,
i {x) postaje
2
|cosz| < -\;—_

Ovu nejednakost zadovoljavaju sve totke iz promatranog intervala.

3 5 . 2 .. .
3° Zaz € (%,Tﬂ) vrijedi |sinz| < % < ~-cosz, pajesinz +cosz <0 i

sinz — cosz > 0, i (%) postaje

>

i < —.
[sinz] < 5

Zadovoljavaju sve tocke iz ovog intervala.

4
sinz —cosz < 0, 1 (*) postaje

S Tw ) 2 ) L .
4° Za ¢ € [%, —J vrijedi | cos z| < % < -sinz, pajesing +cosz <0 i

lcosz| <

ol

Zadovoljavaju sve totke iz ovog intervala.

Dakle, nejednakost je zadovoljena za svako z € [0,27] pa i za svako z € R.

- U kruZnicu polumjera 1 upisan je éetverokut ABCD, pri ¢emu je AD promjer kruznice.

Dokazi jednakost
[AB|” +|BCI> + |{CDJ* + {AB] - |BC| - |CD| = 4.

Rjesenge.
Duljina promjera polukruznice je |AD| = 2. Oznagimo s o = 4 ADC. Kako je ¢etverokut
ABCD tetivni imamo ¢ ABC = 1 — . (B i C su s iste strane od AD.)




Kako je trokut ACD pravokutan, (§ ACD = 3}, vrijedi

2% 4 ¢? = |AD[? = 224+ ¢? =4 (1)
Iz trokuta ACD je cosa = |~AC—D] tj. ¢ =2cosa. ) (2)

Nadalje, iz trokuta ABC dobivamo
x? = a? +b? — 2abcos(m — @) = a® + b* + 2abcos a,

a? +b* = 2% — 2abcos . (3)
Iz (1), (2) i (3) slijedi a2 + b% + ¢2 + abe = 4.
. Oko polukugle polumjera r opisan je stozac duljine visine H, tako da su baze poluku-

gle i stoSca koncentriéni krugovi. Izratunaj volumen onog dijela stofca koji ne pripada
polukugli, tj. izrazi taj volumen pomoéu r i H.

Rjesenge.

—

A R N B

Koristimo oznake kao na slici. Iz sli¢nosti trokuta AMN i ANS dobivamo

|JAN|: |[MN] = |AS|:|NS|

R:r = VH?+R?:H,

tj.
2172
2 r H
Trazeni volumen jednak je razlici volumena Vs stodca i volumena Vi polukugle tj.
1 2
V = Vg—Vg = SRQ'NH“ §r37r

) 7‘27T‘ H3
| e—— — 21 }.
3 \H?—r2

Il



5. Izmedu Sest otoka uspostavijene su brodske veze. Svaki par otoka povezan je ili trajektom
ili katamaranom. DokaZi da postoje tri otoka od kojih su svaka dva od njih povezana
istovrsnom brodskem vezom.

Rjesengje.

Uogimo otok A. On je povezan s prostalih pet otoka trajektom ili katamaranom. Stoga
Je barem s tri otoka povezan s istom vrstom broda: trajektom ili katamaranom. Mosemo
pretpostaviti da je povezan s otocima B, C i D trajektom. Ako su neka dva od njih, recimo
B i C povezani trajektom, tada su A, B i C medusobno povezani trajektom. Ako nikoja
dva od B, C i D nisu povezani trajektom, onda su oni medusobno povezani katamaranom.
Dakle u svakom slu€aju postoje tri otoka koji su povezani istovrsnom brodskom linijom.,




Driavno natjecanje 2006., IV. razred, B varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1.

(9]

Niz {a;) zadan je rekurzivno:

ag = 0,
an = n+ap_y, nEN.
Kojem broju je jednak aopp6?
Rjegenje.
Imamo
n=14+2+...4 2006 = %523{29-6- =2011015.

Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi nejednakost

Rjesenge.
Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

1
1° Baza indukcije. Zan =1 je —= = V1.

V1

2° Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n > 1 vrijedi dana nejednakost. Tada je

n+1 1
1 1 1 1
LT R T e )

Zadnja nejednakost vrijedi ako i samo ako je /n(n+1)+1>n+1,tj. /n(n+1) > n.
Kako je ova nejednakost ispunjena, vrijedi i nejednakost ()

. Valjkasta posuda polumjera osnovke 4 cm i duljine visine 16 cm napunjena je vodom.

QOdredi kut za koji treba nagnuti posudu prema ravnini osnovke tako da iz nje iscuri
cetvrtina vode.

Rjesenge.
Sa slike vidimo

1
U

tga =4 =1,
-

Posudu treba nagnuti pod kutom « = 45°.



4. Odredi tangens kuta koji zatvaraju zajednicke tangente krivulja
o?+ 257 =2 1 y? =4z

Rjesenge.

Uvjet da pravac y = kz + [ bude tangenta elipse s poluosima a i b jest a2k2 + b2 = {2, dok
Jje uvjet da pravac y = kz + [ bude tangenta parabole y? = 2pz dan s p = 2kl.




Tako dobivamo sustav jednadzbi s nepoznan'icama kil

k2 +1=1?, 2=2K,

odakle dobivamo bikvadratnu jednadzbu po &:

2%+ k- 1=0,

V2

¢ija su realna rjedenja ki = =tgw; i kg = —5 = tg 92, odakle slijedi

2l

2oL — t 2%k 9¥2
L+tgprtges 11— kg 1_(@)

. Izmedu Sest otoka uspostavljene su brodske veze. Svaki par otoka povezan je ili trajektom
ili katamaranom. Dokazi da postoje tri otoka od kojih su svaka dva od njih povezana
istovrsnom brodskom vezom.

Rjesenge.

Uoc¢imo otok A. On je povezan s prostalih pet otoka trajektom ili katamaranom. Stoga
je barem s tri otoka povezan s istom vrstom broda: trajektom ili katamaranom. Mozemo
pretpostaviti da je povezan s otocima B, C i D trajektom. Ako su neka dva od njih, recimo
B i C povezani trajektom, tada su A, B i C medusobno povezani trajektom. Ako nikoja
dva od B, C i D nisu povezani trajektom, onda su oni medusobno povezani katamaranom.
Dakle u svakom slu¢aju postoje tri otoka koji su povezani istovrsnom brodskom linijom.




