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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za I. razred srednje §kole, B varijanta
14. oZujka 2006.

1. Odredi sve cijele brojeve n za koje je cijeli broj.

2. U kojem trenutku izmedu 13:00 i 14:00 sati satna i minutna kazaljka sata zatvaraju
ispruzeni kut (180°)7?

3. Rijesi nejednadibu
1
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4. Odredi znamenku jedinica (zadnju znamenku} umnogka

(8 _ 5) (82 _ 52) (83 _ 53) L. (82006 _ 52006)_

5. Simetrala hipotenuze pravokutnog trokuta odsijeca trokut &ija je povriina tri puta
manja od povrsine polaznog trokuta. Odredi Siljaste kutove promatranog trokuta.



Zupanijsko natjecanje 2006., I. razred, B varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki to€no rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Odredi sve cijele brojeve n za koje je cijeli broj.

Hjefenje. Zadani razlomak se moZze zapisati u obliku

Efn—23 bBn-—-35-412 12
— = — “5+n—7' (5 bodova)
Dakle, dani izraz je cijeli broj ako i samo ako je 12 djeljivos n — 7. (5 bodova)
Imamo
n—7€ {1, £2, &3, 4, 46, £12}, (4 boda)
odnosno :
ne{-51,34,5,6,8,9,10, 11, 13, 19}. (6 bodova)
Naopomene.

— Ug€enik koji rjeSava na ovaj nafin, ali zaboravi slutajeve
n—7¢€{-1, -2, =3, —4, —6, —12}, pa dobije samo 6 rjeSenja, dobiva najvide 15 bodova.

— Ugenik koji ispitivanjem dobije neka (ali ne sva) rjefenja dobije po 1 bod za svako
dobiveno rjeSenje.

- Iznimno, u€enik koji dokaZe da drugih rjeSenja nema (ako ispita sve

n € {—5, —4,...,19, 20} i dokaze da n > 20 i n < —5 vodi na kontradikciju) dobiva
maksimalan broj bodova.

2. U kojem trenutku izmedu 13:00 i 14:00 sati satna i1 minutna kazaljka sata zatvaraju is-
pruZeni kut {180°)7

Pruo rjeienge.
Neka se to dogodi = minuta nakon 13:00.

Velika (minutna) kazaljka za jednu minutu prede g5 punog kruga, tj. 6°.
Mala (satna) kazaljka za jedan sat prede 30°, pa za jednu minutu prede 0.5°. (3 boda)

Nakon z minuta velika kazaljka prede 6z stupnjeva, a mala kazaljka %:1; stupnjeva.
(3 boda)

Kazaljke ¢e zatvarati ispruzen kut (180°) ako je predeni kut velike kazaljke za 210° veli
od predenog kuta male kazaljke (mala kazaljka kreée od polozaja "17, a velika od poloZaja
"127). (6 bodova)
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6z =210 + 9% (5 bodova)
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tj. T = — = 38—,
e TR T
Kazaljke ée zatvarati ispruzeni kut u 13 sati i 38% minuta. (3 boda)}

Drugo rjesenge.
Velika (minutna) kazaljka za 60 minuta papravi puni krug, pa kut o prede za

o o ]
60° 60 = B minuta,

a mala (satna) kazaljka napravi puni krug za 12 sati §to je 12 - 60 minuta, pa kut a prede
za,

3;‘05 1260 =2a minuta. (6 bodava)

U 13:00 sati mala kazaljka pokazuje na 1, a velika na 12, pa mala kazaljka ima na poéetku
360°/12 = 30° prednosti. Stoga, ako je u trenutku kad kazaljke zatvaraju ispruzeni kut
velika kazaljka presla o stupnjeva, onda je mala kazaljka presla

(o — 180°) — 30° = ¢ — 210°. (6 bodova)

Vrijeme ¢ proteklo do tog trenutka moZe se zapisati na dva naéina koristeéi predeni kut
velike, odnosno male, kazaljke:

t= -‘;’— = 2(a — 210°). (5 bodova)

Rjeenje te jednadzbe po « je
o 6 - 420°
o1
pa je
t—a—420—382 it
=5 =17 —38yy minuta.

i kazaljke Ce zatvarati ispruZeni kut u 13 sati i 381—21 minuta. (3 boda)



3. Rije3i nejednadZbu

1
233z 41+ —— 20
-1

Rjesenje.

Bududi da je £ — 1 u nazgivniku, z # 1. (2 boda)
Nejednadzbu rjeSavamo mnoZenjem s nazivnikom, ali pritormn moramo razlikovati dva
sluéaja, ovisno o predznaku izraza s kojim mnoZimo.

Nopomena. Utenik koji ne pazi na predznak izraza s kojim mnozi nejednadzbu moze dobiti
ukupno najvise 6 bodova.

1 z-1>0:
MnoZenjem nejednadZbe nazivnikom u ovom slu€aju neée se promijeniti znak nejed-
nakosti, pa se dobiva
2t —45® + 422 >0, (2 boda)

gto je ekvivalentno s

22z —2)2 > 0. (3 boda)
Lijeva strana nejednadzbe je potpun kvadrat pa je posljednja nejednadZba ispunjena
za sve T € R, (2 boda)
a buduéi da smo pretpostavili £ > 1, rjeSenje ovog slutaja je

z € {1, +o0}. (2 boda)
22 z—1<0:
MroZenjem nejednadzbe s nazivnikom u ovom slu€aju znak nejednakosti se mijenja i
dobiva se
! — 423 + 427 0. (2 boda)
§to je ekvivalenino s
{*) iz —2)? 0. (3 boda)}

Lijeva strana nejednadZbe je potpun kvadrat pa je posljednja nejednadzba ispunjena

jedino ako
z(z —2)%2 =0, (2 boda)

odnosno z=0iz=2.
Ali u ovom slu€aju je z < 1, pa je tjeSenje ovog slutaja samo

z=0. (2 boda)
Dalkle, rjeSenje zadane nejednadzbe je

x & {0} U {1, +oo).

Napomena. Ugenik koji korektno rjeSava zadatalk, ali ipak ispusti £ = 0 u drugom sluéaju
(jer tvrdi da (*) nema rjeSenja), gubi 5 bodova.



4. Qdredi znamenku jedinica (zadnju znamenku) umnoska

(8 . 5)(82 _ 52)(83 _ 53) . (8200{3 _ 52000).

Rjesenge.

Zadatak Cemo rijeSiti na dva natina. Uoéimo najprije da:

1. sve potencije broja 5 zavriavaju znamenkom 3, (1 bod)
2. sve potencije broja 8 zavriavaju redom znamenkama 8, 4, 2, 6 1 zatim se periodigki
ponavljaju. {3 boda)
1. nadin

Zbog gore navedene €injenice pojedine zagrade umnodka
§—5 = 3,
82 -5 = 64—25=239,
83 -5 = 512 —125 =387,

8%~ 51 = 4096 — 625 = 3471,

g5 -5% = T 8-..5 =...3,
86 —56 = TTd-TT5 =19
redom zavrSavaju znamenkama 3, 9, 7, 1 i dalje se periodicki ponavljaju. (56 bodova)

Bududida je 3-9-7-1 = 189, umnoZak fetiri uzastopne zagrade zavriava znamenkom 9.

Nadalje 92 = 81, pa umnoZak osam uzastopnih zagrada zavriava znamenkom 1.
(4 boda)

Ostatak pri dijeljenju s 8 broja 2006 (toliko zagrada ima)} je 6, pa je dovoljno naéi zadnju
znamenku umnoska prvih 6 zagrada. Dakle,

(3-9-7-1)-3.9=...9-3-9=_.3

i zadnja znamenka je 3. ' (7 bodova)

2. nadin

MnoZenjem zadanih 2006 zagrada ’svaki sa svakim’ svi pribrojnici u kojima se javljaju i
potencije od 8 i potencije od 5 zavrSavaju nulom jer sadrie barem jedan faktor 2 i barem
jedan faktor 5, pa su sigurno djeljivi s 10. (3 boda)

Stoga je zadnja znamenka zadanog umnoSka jednaka zadnjo] znamenki zbroja
8'82‘83'...‘82UUG+5'52'53'..-'52006
jer su to jedini pribrojnici koji ne zavrSavaju nulom. (3 boda)

Drugi pribrojnik je potencija broja 5 pa prema gore navedenoj Cinjenici zavriava zna-
menkom 5. Prvi pribrojnik je jednak

gl+2+3+..+2000 _ gZ0E2ET 02013021

Kao u 1. slufaju pokazuje se da 8-4 - 2- 6 zavrSava znamenkom 1. (5 bodova)



Buduéi da 2013021 pri dijeljenju s 4 daje vstatak 1, opet zbog gore navedene Cinjenice,
prvi pribrojnik zavrSava znamenkom 8. Nadalje, 8+5 = 13 pa je traZena zadnja znamenka
3. (5 bodova)

. Simetrala hipotenuze pravokutnog trokuta odsijeca trokut &ija je povrdina tri puta manja
od povriine polaznog trokuta. Odredi 5iljaste kutove promatranog trokuta.

Pruo riefenje.
Uz oznake kao na slici uvijet zadatka je

}%AADE%=éHAABCL

e LB 1L o
2 2 3 2 ’
iz tega slijedi
% = % (5 bodova)
Trokuti AADE i AAPC su sliéni jer su pravci FD i CP paralelni. Stoga
1APl _ICP| _ 3 (5 bodova)

AD| T [ED| 2

Py fp— — —

Poloviste hipotenuze D pravokutnog trokuta je sredifte opisane kruZnice pa je |DC| =

|DB| = |DA|, te je zbog gornjeg omjera P poloviste duZine DB. {5 bodova)
Dakle, trokut ADBC je jednakostraniZan pa je kut ¢ ABC = 60°. Slijedi da je { BAC =
30°. ' (5 bodova)



Drugo rjefenje.
Koristimo oznake kao na drugoj slic.
Kako je D poloviite hipotenuze, trokuti ADE i BD £ su sukladni, pa zbog uvjeta zadatka,

ta dva trokuta i trokut BCE imaju jednake povriine. (5 bodova)
Zato je P(BCE) = +P(ABC), pa je |CE| = $|CA| (visine na zajednigku stranicu BC),
odnosno |AE| = 2|CE|. (4 boda)
Kako je |[ABE|] = |BE], zakljuCujemo da u pravokutnom trokutu BCE vrijedi |BE| =
2|CE|, (3 boda)
pa su Filjasti kutovi tog trokuta ¢ BEC =60° i ¢ EBC = 30°. (3 boda)
.
l
E
A D B

Dalje je lako. Npr.,

JAEB = 180°—JCEB = 120°,
JCAB = JEAB = <}[EAB=%(180°—<IAEB) = 30°,

JABC = 90° -4 CAB = 60°.
Kutovi danog trokuta su 30°, 60° i 90°. (5 bodova)
Trede rjesenje.

Koristimo cznake kao na drugoj slici.
Trokuti ABC i AED su slitni. Trokuti AED i BED su sukladni, pa je P(AAED) =

1P(DABC). Zato je koeficijent slicnosti k = f%} = /3. (4 bodova)
Iz |AC[? + |BCJ? = |ABJ? slijedi

(V3|AD))? + (V3|ED|?) = (2|AD|)® tj. |AD|*=3|ED% (3 boda)
Odavde je [AE|> = |AD|? + |ED|?> = 4|ED|?, tj. |AE| =2|ED]. (5 bodova)
Trokut ADE je pola jednakostraniénog trokuta, pa je S CAB = 4 FAD = 30°. (3 boda)

Kako je < BCA =90°, $ ABC = 90° — S CAB = 60°. (5 bodova)



