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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za IIl. razred srednje skole, B varijanta
14. ozujka 2006.

1. Ako su z, vy, a, b realni brojevi za koje vrijedi
tgz+tgy =tga, cigz+etgy=cigh z+y= g,

izratunaj ctge — tgb.

1

Za duljine a, b kateta pravokutnog trokuta vrijedi

o a——b__
g 5

1
5 (loga + logb — log2).

Odredi siljaste kutove tog trokuta.

3. Unutar trokuta ABC nalazi se totka P takva da vrijedi
JPAC =40°, PCA=T0°, SPBC =20°, 4PCB = 10°.

QOdredi kutove trokuta ABC.

4. Dvije piramide imaju zajedni€¢ku bazu — kvadrat sa stranicom duljine a. Obje
piramide su s iste strane kvadrata, visine im imaju jednaku duljinu &, a noZista
njihovih visina su u polovidtima suprotnih stranica kvadrata. Izraunaj volumen
zajedniékog dijela tih dviju piramida.

5. U kutiji se nalazi 100 kockica, €ije su sve strane obojene crvenom, zelenom ili Zutom
bojom. Medu njima 75 kockica ima barem jednu crvenu stranu, 80 kockica ima
barem jednu zelenu stranu, a 85 kockica ima barem jednu zutu stranu. Koliki je
najmanji moguéi broj kockica koje imaju strane svih triju boja?



Zupanijsko natjecanje 2006., 3. razred, B Lkategorija
Zadaci i rjeSenja:

1. Ako su z, y, a, b realni brojevi za koje vrijedi
tgr+tgy =tga, cigrtcigy=cigh z+y= %,

izracunaj ctga — tgb.

Rjesenge.
1 1 t
ctga —tgh = - = _ Jezigy
tgz+tgy cigz+tcigy tgrdtgy tgxtigy
_l—tgztgy 1 1
T otgzttgy  tglz+y) tgl
(20 bodova)
2. Za duljine a, b kateta pravokutnog trokuta vrijedi
-b 1
log 2 =3 (loga + logb — log 2).
Odredi 8iljaste kutove tog trokuta.
Hjesenje.
Jednakost b
2loga =loga+logh—log2
moZemo zapisati u obliku
a—by? ab )
log ( 5 ) = log - tj. (3 boda)
a—b\2 ab
( 5 ) =5 _ (2 boda)
odakle mnoZenjem slijedi
a® +b? = 4ab.
Sada se sjetimo da se radi o pravokutnom trokutu, pa je a® + b? = 2, (2 boda)
odakle dobivamo c? = 4ab. Nadalje, zbog sina = 2, cosa = £, je
dab=4-csina-ccosw = 4csina - cos
pa moZemo posljednju jednakost zapisati u obliku
4sinocosa =1, (5 bodova)
1
tj- in2q= —.
J sin2a = 5
Slijedi 2a = 30° ili 2a = 150°, tj. @ = 15° ili @ = 75°. (3 boda)



Buduéi da mora biti Tb > 0 (kako bi logaritam s potetka zadatka bio definiran),
zakljufujemo a > b, tj. o > 8 = 90° — &, pa dolazi u obzir jedino rjeSenje
a =75 B=15" (6 bodova)

3. Unutar trokuta ABC nalazi se tocka P takva da vrijedi
JPAC =40°, 9PCA=T70°, 9PBC =20°, gPCB =10°.

Odredi kutove trokuta ABC.
Rjesenje.

A B

Kako je  BPC =150° 4 APC = 70°, koristenjem poucka o sinusima za trokute BCP
i ACP dobivamo

IBC| sing BPC sinld0° 1
|CP|  singPBC  sin20°  2sin20°’
: (5 bodova)
|AC| _sing APC _sin70° _$80% A9 1
|CP| singPAC sin40°  sind0°  sind0°  2sin20°
(5 bodova)

Dakle, |BC| = |AC|, tj. trokut ABC je jednakokratan, pa je
JCAB =4CBA =50, 4ACB = 80°.

(10 bodova)



4. Dvije piramide imaju zajednifku bazu — kvadrat sa stranicom duljine a¢. Obje piramide
su s iste strane kvadrata, visine im imaju jednaku duljinu b, & noZigta njihovih visina
su u polovidtima suprotnih stranica kvadrata. [zratunaj volumen zajednitkog dijela tih
dviju piramida.

Rjesenje.
Neka su totke i duljine oznadene kao na slici.

E F

A

Presjek danih piramida je tijelo ABCDGH.

Iz sliénosti trokuta K LE i KLM slijedi § = EUE pa je visina presjeka v = % Nadalje, iz
slitnosti trokuta GHE i BCOFE slijedi JGTHl = j—l%t—{—l! =1 paje |GH| = 5. (10 bodova)
Nadopunimo presjek piramida BAGCDH do prizme BAPCD(Q), kako je prikazano na
donjoj slici.

Imame |PG| = |[HQ| = §. Volumen presjeka ratunamo tako da od volumena prizme
BAPCDQ oduzmemo volumene piramida BAPG i CDQH. '
av 1 av a 5a%
_E.G_Q.E.T.Z__M 10 bodova



5. U kutiji se nalazi 100 kockica, &ije su sve strane obojene crvenom, zelenom ili Zutom
bojom. Medu njima 75 kockica ima barem jednu ervenu stranu, 80 kockica ima barem
jednu zelenu stranu, a 85 kockica ima barem jednu Zutu stranu. Koliki je najmanji
moguéi broj kockica koje imaju strane svih triju boja?

Rjesenje.

Oznacimo:
e = broj kockica &ije sve strane su crvene
b = braj kockica ¢ije sve strane su zelene
¢ = broj kockica Eije sve strane su Zute
d = broj kockica koje imaju samo crvene i zelene strane
e = broj kockica koje imaju samo crvene i Zute strane
f = broj kockica koje imaju samo zelene i Zute strane

2 = broj kockica koje imaju strane svih boja

Ove oznake moZemo preglednije prikazati Vennovim dijagramom.

crvena strana zelena strana

Zuta strana

(5 bodova)
1z teksta zadatka moZemo proéitati sustav jednadibi:
z+ae+d+e=175
cH+b+d+f =80
Tzt ectet+f =85
s+a+bt+et+dted f =100
(5 bodova)

Zbrojimo prve tri jednadzbe i oduzmimo im dvostruku getvriu jednadzbu. Dobit éemo:
z— {a+b+¢) =40,

odakle je jasno da mora biti = > 40. (5 bodova)
Najmanji moguéi broj kockica koje imaju strane svih triju boja je = 40 i on se postiZe

kada je
a=b=c=0, d=15, e=20, f=25.

(5 bodova)



