Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo
OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

25. sije¢nja 2008.

1. Rastavi izraz
(2% + 22)* — (2° + 22%)? — (32* + 62)* + 92

na faktore koji se ne mogu dalje rastaviti.

2. Ako je

E:gzz, a+b+c=1 i a?+ b+ =1,
a b c

dokazi da je zy 4+ yz + zx = 0.

3. Zadane su tri razli¢ite znamenke razlicite od 0 i odredena je suma svih trozna-
menkastih brojeva kojima su to znamenke. Dokazi da je dobivena suma djeljiva s
371 sa 6.

4. Mjerni broj volumena (obujma) uspravne kvadratne prizme kojoj su duljine bridova
prirodni brojevi jednak je mjernom broju njezinog oplosja. Odredi duljine bridova
te prizme tako da njezin volumen bude

(a) najmanji mogudi;

(b) najveéi mogudi.

5. Nad stranicama jednakostrani¢nog trokuta ABC' stranice a nacrtani su s vanjske
strane kvadrati ABLK, BCNM i CAQP. Odredi povrsinu i opseg Sesterokuta
KLMN PQ.

Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.

Nije dozvoljena uporaba dZepnog racunala niti bilo kakvih priru¢nika.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo
OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

25. sije¢nja 2008.

1. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

3 —y® =91

2. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnog broja (Z n 1> , uovisnosti o prirodnom
i

broju n.
3. Nadi sve realne brojeve = za koje vrijedi nejednakost

1
€T

4. Odredi sve parametre m takve da za rjeSenja x; 1 xy kvadratne jednadzbe
24+ (m—3)z + 1 —2m = 0 vrijedi

I To
Ly 2 =3
21‘2 + 2.’13‘1

5. Dan je pravokutnik ABCD takav da je [AB| =51 |[BC| = 4. Neka je E poloviste
stranice AB, I poloviste stranice BC i P sjeciste duzina EC i F'D. Izracunaj
povrsine trokuta ABP, BCP, CDP i DAP.

Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.

Nije dozvoljena uporaba dZepnog racunala niti bilo kakvih priru¢nika.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo
OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

25. sije¢nja 2008.

1. Rijesi nejednadzbu

log, s(z* — 4z +3) < 0.

2. Nadi sva rjesenja jednadzbe

sinz —cosx +sinxcosz = 1.

3. Ako je sin 2z = a, odredi sin® z + cos® z.

4. U trokutu ABC simetrala kuta pri vrhu B sijece stranicu AC u tocki K. Ako je

3
|BC| =2, |CK|=11i|BK|= 7 odredi povrsinu trokuta ABC'.

5. Duljina visine pravilne uspravne cetverostrane prizme je v. Dijagonale dviju susjed-
nih pobocki povucene iz zajednickog vrha zatvaraju kut «. Odredi duljinu a brida
baze.

Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.

Nije dozvoljena uporaba dZepnog racunala niti bilo kakvih priru¢nika.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo
OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

4. razred — srednja Skola — B kategorija

25. sije¢nja 2008.

1. Clanovi aritmetickog niza su realni brojevi. Produkt pet uzastopnih ¢lanova tog
niza je 45, a njihov zbroj je 5. Odredi tih pet ¢lanova za sve takve nizove.

2. Rijesi jednadzbu

8

sin®x + cos®z = 1.

3. Zadana je kocka ABCDA,;B;C1D,. Neka je M poloviste brida A; By, a N srediste
kvadrata ABB;A;. Odredi kosinus kuta izmedu pravaca M D i NC.

4. Neka su K i L redom ortogonalne projekcije dviju tocaka P i ) parabole (razli¢itih
od njezinog tjemena A) na os parabole. Dokazi da vrijedi

AK|  |PK]?
[AL[ QLI

5. Dokazi da je (5n

10l prirodan broj za svaki prirodan broj n.
n!

Svaki se zadatak boduje s 20 bodova.

Nije dozvoljena uporaba dZepnog raunala niti bilo kakvih priru¢nika.



OPCINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B kategorija
25. sije€nja 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Rastavi izraz
(2% + 22)* — (23 + 22%)? — (3% + 62)2 + 92
na faktore koji se ne mogu dalje rastaviti.

Rjesenge.

(10 bodova)

= 2*((x+2)+ 1)((z +2) — )(z(z +2) + 3)(z(r + 2) — 3)
= 22(z+3)(x+1)(z% + 22+ 3)(2® + 22 — 3)

(5 bodova)
= 2*(x+3)(z+1)(2® + 22 + 3)(2® + 32 —z — 3)
= 2%(z+3)(z+ 1) (2 + 22+ 3)(z +3)(z — 1)
= 22z +3)%(x+1)(z — 1)(2* + 22 + 3) (5 bodova)

Napomena. Za pokusaj rastava na faktore, ili za izlutivanje faktora z2 dati do 5 bodova.

Zadatak 2. Ako je

:z, a+b+c=1 i a2+ 4+ =1,
dokazi da je xy+yz+ zx = 0.

Rjesenge.

Uz oznaku k = T % _Z vrijedi « = ka, y = kb, z = kc, pa je
a c

zy +x2 4+ 22 = ka - kb+ kb - ke + ke - ka = k*(ab + be + ca).
(10 bodova)
Iza+b+c=1ia?>+b>+c=1 slijedi

ab+bc+ca= < [(a+b+c)® —(a®+b*+ %) =0.

N |

Zato je xy + xz + zx = 0, §to je i trebalo dokazati. (10 bodova)



Zadatak 3. Zadane su tri razli¢ite znamenke razli¢ite od 0 i odredena je suma svih trozna-
menkastih brojeva kojima su to znamenke. Dokazi da je dobivena suma djeljiva s 37 i sa 6.

Rjesenge. L
Neka su odabrane znamenke a, b, c. Troznamenkasti brojevi koji imaju te znamenke su abc, acb,
bac, bca, cab, cha. (5 bodova)

Suma tih brojeva je:

abc + acb + bac + bea + cab + cba
= (100a + 10b + ¢) + (100a + 10c + b) + (1006 + 10a + ¢) +
(100b + 10c + a) + (100c 4 10a + b) + (100c + 10b + a)
= 222a + 2220+ 222¢ = 222(a+ b+ c)

(10 bodova)
Kako je dobiveni broj djeljiv s 222 = 6 - 37, on je djeljiv s 37 i sa 6, §to je i trebalo pokazati.
(5 bodova)

Zadatak 4. Mjerni broj volumena (obujma) uspravne kvadratne prizme kojoj su duljine bridova
prirodni brojevi jednak je mjernom broju njezinog oplo§ja. Odredi duljine bridova te prizme
tako da njezin volumen bude

(a) najmanji mogudi;

(b) najveéi moguéi.

Rjesenje.

Neka je stranica osnovke prizme duljine a, a njena visina v. Tada je obujam prizme jednak
V = a?v, a oplogje O = 2a? + 4av.

Prema uvjetu zadatka vrijedi a?v = 2a® + 4av, (5 bodova)

odnosno v(a — 4) = 2a, tj.

2a 20 — 8+ 8 8
a—4 a—4 +a—4

v =

Da bi v bio cijeli broj, a — 4 mora biti djelitelj broja 8.

Jedine moguénosti su a — 4 € {—2,—1,1,2,4,8}, no mora biti i v > 0.

Stoga ostaju samo moguénosti a =25, 6, 8,12 1 v =10, 6, 4, 3. (10 bodova)
Ako su bridovi (5,5, 10), volumen je 250,

ako su bridovi (6, 6,6), volumen je 216,

ako su bridovi (8,8,4), volumen je 256,

ako su bridovi (12,12, 3), volumen je 432.

Volumen je najmanji za prizmu ¢iji su bridovi duljina 6, 6, 6 (kockal), a najveéi za prizmu s
bridovima duljina 12, 121 3. (5 bodova)



Zadatak 5. Nad stranicama jednakostrani¢nog trokuta ABC' stranice a nacrtani su s vanjske
strane kvadrati ABLK, BCNM i CAQP. Odredi povrsinu i opseg Sesterokuta K LM N PQ).
Rjesenge.

Povrsina dobivenog Sesterokuta jednaka je sumi Py 4+ 3P» 4 3P,

P N
C
Q M

Py \sB

A

P3
P2
K L

gdje smo oznacili:
s P povrSinu danog jednakostrani¢nog trokuta ABC,

s P, povrsinu sukladnih kvadrata ABLK, BCNM i CAQP i

s P3 povrsinu sukladnih trokuta BLM, CNP i AQK. (2 boda)
2
Ocito je P, = a ;/3, P, = a?. (2 boda)

Visina iz vrha B dijeli trokut BLM na dva sukladna pravokutna trokuta s jednim kutom 60°
(jer je 4 LBK = 360° — 2 -90° — 60° = 120°), i hipotenuzom duljine a. Stoga je P3 = P.

(5 bodova)

Zato trazena povrsina Sesterokuta K LM N PQ iznosi

2‘[ f a*(3 + V3).

P = +3a*+3- (3 boda)

Opseg Sesterokuta K LM N P(Q) sastoji se od tri stranice kvadrata (duljine a) i tri najdulje stranice

u trokutima BLM, CNP i AQK. (2 boda)
Kako je duljina stranice LM jednaka dvostrukoj duljini visine danog jednakostrani¢nog trokuta,
(3 boda)

imamo
O =3|KL| +3|LM| = 3a+3-aV3 = 3a(1 + V3). (3 boda)



OPCINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred - srednja Skola — B kategorija
25. sije€nja 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Odredi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
3 — 3 =91.

Rjesenje.
Odmah vidimo da je x > y pa mora biti x —y > 0.
Jednadzbu mozemo zapisati u obliku (z — y)(2? + 2y + y?) = 91. (4 boda)

Kako je 91 =91 -1 = 7- 13, imamo sljedeca cetiri slucaja:

1° z—y=1 2° x—y="7
2 + oy +y? =91 22 +ary+y? =13
y=x—1 y=x—7
P +arz—1)+(x-12-91=0 ?4+az-T)+(x-72-13=0
2 —2-30=0 2?2 —Tr+12=0
1’1:6, x2:—5 :c3:4, 1’4:3
y1 =9, y2=—6 ys= -3, ya=—4
3 z—y=091 4° x—y=13
2 ray+yt=1 ay+yt =71
2?4+ x(r—91)+(x—-91)2-1=0 2?4+ a(r—13)+(x—-13)2-7=0
2?2 — 912z + 2760 = 0 22— 132 +54=0
91 + /8281 — 11040

13 £ /169 — 216 ¢ R
2

T56 = 5 ¢R Trg =

(svaki od ova 4 sluaja po 4 boda)

Dakle, sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe su: (6,5), (—5,—6), (4,—3), (3,—4).

n
Zadatak 2. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnog broja (z+1> , U ovisnosti o prirodnom
i
broju n.
Rjesenge.
Najprije pojednostavimo

i—1 -1 i-1 -2

- . =2y bod
vl i+l i1 =2 ! (8 bodova)




Sada je <z+1> =" e {1,-1,4,—i}.

Napomena. Ulenik koji stigne samo do ovog rezultata dobija ukupno 10 bodova.

Preciznije:
i—1\"
za n = 4k, ( ) =it =1,
141
i1\ 4kt
zan =4k + 1, < ) :i4k+1:i;
1+ 1
i1 2
zan =4k + 2, ( > =2 = 1.
1+1
i1\ 43
zan =4k + 3, ( > = ¢4+ = 4,
1+1
(8 bodova)
Stoga je:
1\ % 1\ 4
n = 4k Re | =1 Im ( =0
141 141
;1\ Ak ;1\ Ak
n=4k+1 Re|- =0 Im|- =1
1+ 1 1+ 1
L1 Akt2 S dk2
n=4k+2 Re|- =1 Im(- =0
1+ 1 1+ 1
o 4N 4k+3 o\ 4k+3
n—4k+3 Re( 2 —0  Im (L =1
141 141
(4 boda)
Zadatak 3. Nadi sve realne brojeve x za koje vrijedi nejednakost
1
x
Rjesenge.
Danu nejednadzbu mozemo redom transformirati:
22 + Los s /- x?
T+ — T
2 =
223 =322 +1 > 0
(2 boda)
203 — 227 — 2 +1 > 0

22%(x — 1) — (x —1)(z+1) > 0

(r—1)(222 -2z —1)

Y
o



(5 bodova)
(z—-1)(22°> -2 +2—-1) > 0
(x—1)2z(x—-1)+(x—-1)] > 0

(z—1)>22xz+1) > 0.

(5 bodova)
Kako je (z — 1)? > 0, slijedi 22 +1 >0 tj. z > —% za x # 1. (3 boda)
Za x = 1 vrijedi jednakost. (2 boda)
Za x = 0 dana nejednakost nije definirana, (2 boda)
pa ona vrijedi i za x > —%, x # 0. (1 bod)

Zadatak 4. Odredi sve parametre m takve da za rjeSenja x1 i xo kvadratne jednadzbe
22+ (m — 3)z + 1 — 2m = 0 vrijedi

I T2
— 4+ — =-3.
21‘2 2:(}1
Rjesenje.
Iz Vieteovih formula imamo
m—3 1—-2m .
Tt ry=——7—, T1x2 = ; t).
1 1
1 +x9=3—m, r1x9 =1 —2m.
(6 bodova)
Danu jednadzbu mozemo transformirati:
m% + a:% _ _3
2.%‘1.7}2 N
(r1 + 22)% — 22109 = —6a172
(6 bodova)
(v1 4+ 22)? 42129 = 0
(B3-—m)?2+4(1-2m) = 0
m?>—14m+13 = 0.
(6 bodova)
Dakle, postoje dva rjeSenja: mi; =1 i mo = 13. (2 boda)

Zadatak 5. Dan je pravokutnik ABCD takav da je |AB| =5 i |BC| = 4. Neka je E poloviste
stranice AB, F poloviste stranice BC i P sjeciste duzina EC i FD. Izrac¢unaj povriine trokuta

ABP, BCP, CDP i DAP.



Prvo rjesenje.
Koristit ¢emo oznaku P(XY Z) za povrsinu trokuta XY Z i P(XY ZW) za povrsinu ¢etverokuta
XY ZW.

Na pocetku uo¢imo da je P(ABCD) = |AB| - |BC| = 20. (2 boda)
1
Kako je P(EBC) = P(FCD) = ZP(ABCD), imamo

SP(APB) + P(BPC) = {P(ABCD) =5, (1

SP(BPC) + P(OPD) = ;P(ABCD)=5.  (2)

D c
P
.
A E B
Vrijedi i
P(APB) + P(CPD) = %P(ABCD) 1. (3) (10 bodova)

Napomena. Za jednu od tih jednakosti dati 3 boda, a za dvije 6 bodova.
Iz (1), (2) i (3) dobivamo

P(APB) =6, P(BPC) =2, P(CPD) = 4. (6 bodova)

Odavde slijedi

P(DPA) = P(ABCD) — P(APB) — P(BPC) — P(CPD) =38. (2 boda)

Drugo rjesenje.
Iz tocke P spustimo okomice PM i PN na stranice BC i C'D redom.
Neka je [PM| =m i |PN| =n, tada je |BM| =4 —n, |CM|=n, |CN|=m, |[DN| =5—m.

(2 boda)
Promotrimo parove sli¢nih trokuta.
Iz APMC ~ AEBC imamo
5
|PM|: |MC|=|EB|:|BC|, odnosno m : n = 5 4. (3 boda)



Iz ADNP ~ ADCF dobivamo

|IDN|: |NP|=|DC|:|CF|, odnosno (5 —m):n=>5:2. (5 bodova)
Napomena. Za jednu sli¢nost dati 3 boda, a za dvije "nezavisne” 8 bodova.

Odavde slijedi

5 )
m=-n, d5—m=-n
8 2
8
odnosnom =1, n = 5 (4 bodova)
D N ¢
|
|
P/~ M
F
A E B
Konacno,
1 1 12
P(ABP) = |AB\ |MB| = 3 (4—71):56-3:67
1 1
P(BCP) = \BC] |PM| = 3 m:§-4-1:2,
1 1 8
P(CDP) = ]CD| |IPN|==-5-n==-5--=4,
2 2 )
1 1
P(DAP) = 5 -|DA|-|ND| = 5 -4-(5-m) = -4-4=38

(6 bodova)

Trecée rjesenge.

Postavimo pravokutnik u kartezijev koordinatni sustav tako da tocka A bude ishodiste.

5)
Imamo sljedece tocke: A(0,0), B(5,0), C(5,4), D(0,4), E (2,()), F(5,2). (4 boda)
2
Jednadzba pravca FD jey —2 = —x (x —5). (3 boda)
8
Jednadzba pravca EC je y — 4 = g(x —5). (3 boda)

2 8
Nadimo sjeciste P pravaca FD i EC: —5:U +4 = —x — 4, odakle je x = 4, a onda, uvrstavanjem
12
u bilo koju od gornje dvije jednadzbe, i y = =
(4 boda)

U‘\OO

. _ 5% 4-1 5 ,
4-4

P(DPA) = 5 =38. (6 bodova)



OPCINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B kategorija
25. sije€nja 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Rijesi nejednadzbu

log, s(x* — 42 +3) < 0.

Rjesenge.
Da bi nejednadzba bila definirana moraju biti zadovoljeni sljedeéi uvjeti:

x—3>0, x—3#1, 2?2 —dx+3=(x—1)(x—-3) >0, tj.
T > 3, x #4, x € (—o0,1) U (3,00),
odnosno mora biti x € (3,4) U (4, 00). (4 boda)

Treba promatrati dva slucaja:

1° 3<zr<4

Tada je 2 — 42 + 3 > 1 tj. 22 — 42 + 2 > 0. RjeSenje ove nejednadzbe je

T € (—00,2 —/2) U (2+v2,00).

Dobivamo z € (2 + /2, 4). (8 bodova)
2° >4

Sada je 0 < 22 —4x+3 < 1tj. (x—1)(z—-3) >0 i 2?2 —42x+ 2 < 0, pa mora biti
Zbog uvjeta x > 4 u ovom slucaju nema rjesenja. (8 bodova)

Dakle, skup svih rjesenja je (2 +/2,4).

Zadatak 2. Nadi sva rjeSenja jednadzbe

sinz —cosz +sinxcosx = 1.

Prvo rjesenje.
Faktorizirajmo danu jednadzbu:

sinx —cosx +sinxcosr —1 = 0,

(sinx +sinzcosx) — (1 +cosz) = 0,

(sinx —1)(1+cosxz) = 0.
(10 bodova)
Odavde je sinx =1, tj. = = g +2kr zak el (5 bodova)
ili cosz=-1, tj. x=mn+2kwzake€Z. (5 bodova)



Skup svih rjesenja dane jednadzbe je

{g+2mnkez}u{w+2mnkezy

Drugo rjesenje.

Uvedimo supstituciju ¢ = sinz — cos x. (2 boda)
1—¢?
Tada je t? = sin® z + cos? z — 2sinz cosz = 1 — 2sin z cos x, odakle je sinz cosz = 5
Sada jednadzba prelazi u
1—t2 .
th =g =1 t. £ -2+1=0.
Kako je (t — 1)? = 0, dobivamo ¢ = 1. (5 bodova)
Jednadzba se svodi na sinz — cosz = 1, tj.
V2 V2 V2
—sinx — —cosx = —
2 2 2
: ( ﬂ) V2
sin(z——) = —
4 2
(3 boda)
ST N
T o =7 T,oT- = i
a odavde je = = g +2km, keZ (5 bodova)
ii x =7+ 2km, k € Z. (5 bodova)

Dakle skup rjesenja je

{g+2k7r:k€Z}U{7r+2kﬂ':k€Z}.

Trecée rjesenge.

Iz dane jednadzbe dobivamo (sinz — cosx)? = (1 — sinz cos x)? (1)

Redom imamo:

2 2 2 2

sin“x — 2sinzcosx +cos“x = 1 —2sinxcosz + sin® x cos”x

1—2sinzcosz = 1—2sinzcosz + sin?xcos?x
sinzcosz = 0 (2)

(10 bodova)

10



Jednadzba (1), odnosno (2) ekvivalentna je polaznoj jednadzbi uz uvjet sinz — cosz > 0.

(2 boda)

k
Iz (2), odnosno sin(2x) = 0 dobivamo x = %, ke Z. (3 boda)

Uvjet sinz — cosx > 0 zadovoljavaju = € {g + 2km, k € Z} U{r +2kr, ke Z}. (5 bodova)

Zadatak 3. Ako je sin 2z = a, odredi sin® z + cos® z.

Rjesenge.
Kubiranjem identiteta sin? z + cos? z = 1 i sredivanjem dobivamo

sin® z + cos® = 4+ 3sin® x cos® z + 3sin? z cos z = 1. (5 bodova)
sin® x + cos® 2 4 3sin? z cos? z(sin? & + cos® x) = 1. (5 bodova)

Odavde je

sinf®z+cosbx = 1—3sin?zcos?z

3, .
= 1- 1 (sin(2z))?

(10 bodova)

Zadatak 4. U trokutu ABC simetrala kuta pri vrhu B sijece stranicu AC u tocki K. Ako je
|BC|=2,|CK|=11i|BK|= \357 odredi povrsinu trokuta ABC.
Rjesenge.
Iz kosinusovog poucka za trokut K BC' dobijemo
_ |BCP+|CK|? - |BK[]* 1

cos 7y JBCT-|OK| 3 (1) (3 boda)

Primjenom kosinusovog poucka za trokut ABC' imamo

|IBC]* + |AC]? — |AB]*? 4+ b* — (2

= = 2
s 2| BC| - |AC]| 4b @
Iz (1) i (2) dobivamo jednadzbu
8+ 207 —2¢% =b. (3) (5 bodova)
AK AB
1z poucka o simetrali kuta za kut ¢ ABC imamo ;C’K‘\ = \‘BC; (4 boda)
b—1
4. —— = g Odavde dobivamo drugu jednadzbu ¢ = 2(b — 1).
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Uvrstavanjem u (3) dobijemo b = g, c=3.

Povrsinu trokuta éemo izrac¢unati koristeé¢i Heronovu formulu.

15
Kako je poluopseg s = R to je

(4 boda)

(4 boda)

Napomena. Zadatak se moZe rijesiti i primjenom kosinusovog poucka na kut g u trokutima BCK

i ABK.

Zadatak 5. Duljina visine pravilne uspravne Cetverostrane prizme je v. Dijagonale dviju sus-
jednih pobocki povucene iz zajednickog vrha zatvaraju kut a. Odredi duljinu @ brida baze.

Prvo rjesenje.

Dijagonala baze je di = av/2, a duljina dijagonale pobocke dy =

d;

va? + v?. (4 boda)

Sada imamo

.oady

sin — = —

YT 24,
av?2

odakle kvadriranjem i sredivanjem dobivamo

12

R

(6 bodova)



2(a2+v2)sin2% = a?,
2 .2 & 2. 2¢
1-2 f) — 2 e
a ( sin” 5 v sin® o
«
a2cosa = 207 sin2§,

Uﬁsin%
Jeosa

Drugo rjesenje.

Dijagonala baze je dy = av/2, a duljina dijagonale pobocke dy = va? + v2.

Primijenimo kosinusov poucak na oznaceni kut:

d3 + d3 — d?
cosazifi_ 21

2dady
tj. 2d2 cos a = 2d3 — d?, odnosno
2(a® +v?)cosa = 2(a®+0v?) — 242,
2
9 v*(1 — cos o)
a = _—
cos &

. 1 —cosa
tj. a =0\ ——.
cos «

13
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OPCINSKO/gKOLSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — B kategorija
25. sije€nja 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Clanovi aritmetickog niza su realni brojevi. Produkt pet uzastopnih ¢lanova tog
niza je 45, a njihov zbroj je 5. Odredi tih pet clanova za sve takve nizove.

Rjesenge.
Neka je s srednji od tih 5 ¢lanova. Tada je

(s=2d)+(s—d)+s+ (s+d)+ (s+2d) =5,

iz. cega dobivamo s = 1. (6 bodova)

Iz uvjeta da je njihov produkt jednak 45 dobivamo

(1-2d)-(1—d)-1-(1+d)-(1+2d) = 45,
(1—4d*)(1—d?*) = 45,
4d* —5d*> —44 = 0.

(6 bodova)
11
Rjesavanjem ove bikvadratne jednadzbe dobivamo d? =41 d? = I < 0.
Stoga je d =2ili d = —2. (4 boda)
Clanovi niza u oba slucaja su —3, —1, 1, 3, 5. (4 boda)
Zadatak 2. Rijesi jednadzbu
sin® z + cos® x = 1.
Prvo rjesSenje.
Koristimo trigonometrijske identitete
1—
sin? g — cos (2z) C cos?p — 1+ cos (2:]5)
2 2
Zadana jednadzba postaje
(1 — cos (22))* + (1 + cos (2x))* = 16. (5 bodova)
Koristenjem binomnog teorema dobivamo:
1 — 4cos (2x) + 6 cos® (2z) — 4 cos? (2x) + cos? (22)
+1 + 4 cos (22) + 6 cos® (2z) + 4 cos® (2z) + cos? (2z) = 16,
odnosno
cos? (2x) 4+ 6cos® (2z) +1 = 8. (5 bodova)

14



Nakon uvodenja supstitucije ¢ = cos? (2x), dobivamo jednadzbu

t24+6t—7=0.
Njezina rjesenja su t; = —7 (ne zadovoljava jer mora biti 0 < cos? (22) < 1) ity = 1.
Stoga imamo cos? (2r) = 1 tj. cos (27) = £1. (5 bodova)

U slucaju cos (2x) = 1, rjesenja su x = km, gdje je k bilo koji cijeli broj,

a u slucaju cos (2z) = —1, rjeSenja su r = g + km, gdje je k bilo koji cijeli broj. (5 bodova)

3

Rjesenja se mogu zapisati u obliku x =k - 5 keZ.
Drugo rjesenje.
Vrijedi
sin?x 4 cos?z = 1 /?
sinfz +costz = 1—81112;236) /2
sin®x 4 cos®x = (1 — 511122(2x)>2 — 2sin* z cos* z

1 1
= 1—sin®(22) + 1 sin? (2z) — 3 sin? (2x)

1
= 1—sin%(2z) + 3 sin? (2x)

(10 bodova)

Zato je polazna jednadzba ekvivalentna sa

1
1 —sin? (2) + 3 sin? (2z) = 1 tj. sin? (2x)(8 — sin? (2x)) = 0.
Odavde slijedi sin? (22) = 0 ili sin? (22) = 8 (3to nije moguce). (5 bodova)
Konacno rjesenje je z = k - g, ke Z. (5 bodova)

Zadatak 3. Zadana je kocka ABCDA1B,C1D;. Neka je M poloviste brida A;Bj, a N srediSte
kvadrata ABBjA;. Odredi kosinus kuta izmedu pravaca MD i NC.

Prvo rjesenje.

—_ —_— —— —
Neka je a duljina brida kocke. Translatirajmo prvo duzinu NC za vektor NM (NM = CE).
Kut koji trazimo je ¢ = S DME. (4 boda)

1z trokuta M DD imamo

2 9
IMD|? = (g) +a?+a? = S, (4 boda)

Iz trokuta EMC; dobivamo

15
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MEP? = () +a*+(35) =502 (4 boda)
Na kraju, iz trokuta DCFE je
25
IDE? = a® + (%) = . (4 boda)

Iz kosinusovog poucka za trokut DM E dobivamo

|MD|*+|ME|* — |DE|> _5V6

= = ) 4 bod
cos 2.|MD| - [ME| 18 (4 boda)
Drugo rjesenje.
Neka je ¢ trazeni kut.
— - — o — - RN o = -
Oznac¢imo AB =i, AD = j, AA; = k. Tada je (i, j, k) ortogonalna baza i |i| = |j| = |k| = a.
(4 boda)
. A ¢ 1 - - = . == ]_ - N 1 -
VrlJedlMD=—§’L—|-j—k1NC:§Z—|—j—§ (4 boda)
— 3 6
Moduli tih vektora su |[MD| = 5@ i \N—C>’| = \2[ a. (4 boda)
Sada imamo
TR N 1- - = 1. - 1»
MD-NC = |(—zi+y—k)-(zit+5—zk
2 2 2
= —_— — k = —
|17+ Sk = 2 a%,
(4 boda)
pa je konaé¢no
_— —
MD - MC Sa? 5V6
cos p S \[ (4 boda)

[MD|-|MC|  3a-a 18
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Zadatak 4. Neka su K i L redom ortogonalne projekcije dviju tocaka P i @) parabole (razlicitih
od njezinog tjemena A) na os parabole. Dokazi da vrijedi

|AK|  |PKJ?

|AL] — |QL]*

Rjesenge.
Smjestimo parabolu u koordinatni sustav tako da joj je tjeme u ishodistu koordinatnog sustava,
a os joj se poklapa s z-osi. Tada je jednadzba parabole y? = 2pzx, a totke P i @ su dane s

a® b2 a? b2
P|l—,a),Q|=—,b). Projekcije Ki L sudanes K | —,0|, L[ —,0. (8 bodova)
2p 2p 2p 2p

Tada imamo

|PK|?>  a?
W = b72 (5 bOdOVa)
y
0
P
A K L X
S druge strane,
AK] & a2
_ 2 _
m = E = be (5 bOdOVa)
2p
PK|? |AK
Dakle, |]QL||2 = ||AL||’ §to je i trebalo dokazati. (2 boda)
Napomena. Zadatak se moZe rijediti i promatranjem toaka na paraboli y = az?.
5n)!
Zadatak 5. Dokazi da je iog)' prirodan broj za svaki prirodan broj n.
n!
Rjesenje.
Zadatak rjesavamo matematickom indukcijom.
5!
Baza indukcije: n =1, 0= 3, §to je prirodan broj. (4 boda)
Korak indukcije:
. . (BR)Y : . :
Pretpostavimo da je A0F KT prirodan broj za neki prirodan broj k. (2 boda)
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Zan =k+ 1 imamo

Bk 1)) (5k)! (5K + 1)(5k + 2)(5k + 3)(5k + 4)(5k + 5)

40k+H1(k 4+ 1)1 40kk! 40(k +1)

Nakon skraéivanja, dobivamo

k4 1)]! k)! k+ 1)(5k 4+ 2)(5k k+4
B(k+ DI (3k)! (5K + 1)(5k + 2)(5k + 3)(3k +4) (6 bodows)
40k+1(k + 1) 40kE! 8
Prvi faktor je prirodan broj po pretpostavci. U brojniku drugog faktora je produkt 4 uzastopna
prirodna broja, od kojih su dva parna, a jedan od njih je djeljiv s 4, pa je produkt djeljiv s 8.
Zbog toga je drugi faktor, a onda i umnozak, prirodan broj. (6 bodova)

(5n)!
40mn/!

Po principu matematicke indukcije slijedi da je prirodan broj za svaki n € N.

(2 boda)
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