Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

29. sije¢nja 2009.

UPUTE:

Na poledini ovog lista nalazi se 8 zadataka.

Prvih 5 zadataka vrijedi po 8 bodova.
Potpuno rijeSen zadatak nosi 8 bodova, a rjeSenje s manjom greskom 4 boda.

Zadaci 6., 7. i 8. vrijede po 20 bodova i detaljno se boduju.

Vrijeme rjeSavanja je 180 minuta.

Nije dopustena uporaba dZepnog racunala niti bilo kakvih priru¢nika.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija
29. sije¢nja 2009.

Rijesi nejednadzbu a

2
3 < 1 u skupu prirodnih brojeva.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (a,b) takve da je a +b = 378 i D(a,b) = 63
(D(a,b) je najveéi zajednicki djelitelj).

Za koje realne brojeve m jednadzba 3z + 9 = m(m — z) ima jedinstveno rjesenje?

U kvadratu ABCD stranice duljine 6 cm na dijagonali AC' dana je tocka T tako da
1 —
je |TC| = Z|AC’|. Pravac kroz tocke B i T sijece stranicu C'D u tocki P.

Odredi udaljenost |PC|.

Paralelogram ABC'D se moze podijeliti na cetiri jednakostrani¢na trokuta stranice
duljine 2 cm. Kolika je duljina dulje dijagonale paralelograma?

Ako je a® + b* + ¢* = ab + be + ca, koliko je (a + 2b — 3¢)?0%9?

Pas trci za zecom koji je za 90 svojih skokova ispred njega. Dok zec skoc¢i 6 puta,
pas skoci samo 5 puta, a dva pseca skoka jednako su dugacka kao tri zec¢ja. Koliko
¢e skokova napraviti zec do trenutka kada ga pas uhvati?

Poredaj po veli¢ini vrijednosti izraza A, BiC, akojea>1,b>1,a<b, x #y:
z— z—x z—ay\’

(o 52) (-5) - (53 ]
r—y r—y r—y

a+1 1 a+1 1
B = B — . b
(a+2+a) ( a a+2> (a+b),

A =




Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1
V243 -5

Racionaliziraj razlomak

Polinom f(x) = 2% + px + ¢ pri dijeljenju s polinomom g;(z) = x — 1 daje ostatak
6, a pri dijeljenju s go(x) = x — 2 ostatak 12. Odredi polinom f(x).

2009 | 1 2009
Odredi kvadratnu jednadzbu s realnim koeficijentima kojoj je (Z,Q[m—l) jedno
/l/ J—

rjesenje.

2> +3x—5
Rijesi nejednadzbu ———— < 1.
lJeSI neJe nadazpu sz + 33:' + 5

Nadi sva rjesenja jednadzbe (x +1)(z+2)(z+3)(z+4) = 120 u skupu kompleksnih
brojeva.

Dva pravokutna trokuta imaju zajednicku hipotenuzu. Razlika duljina kateta jednog
od njih je 9 cm, a drugog 13 cm. Zbroj povrsina ta dva trokuta je 90 cm?. Izrac¢unaj
duljine njihovih kateta.

Za koje cijele brojeve k kvadratna jednadzba kz? + (2k — 1)z + k — 2 = 0 ima
racionalna rjesenja.

Dan je jednakokracan trokut ABC takav da je |AC| = |BC| = 12 cm. Paralela s
krakom prolazi polovistem visine na osnovicu trokuta i sijece osnovicu u tocki M a
drugi krak u tocki N. Kolika je duljina duzine M N?
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Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

OPCINSKO/:C;KOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.
Izracunaj vrijednost izraza log? 5 + log 2 - log 50.

1
Odredi zbroj svih rjesenja jednadzbe logg(sin 2z) = —3 na intervalu [0, 27].

Duljina stranice pravilnog Sesterokuta A;A; A3 A4A5Ag jednaka je 3 cm. Njegove
stranice A As, AyAs, AsAy, AsAs, AsAg, AgA;q su preko vrhova As, Az, Ay, As, Ag,
Aj produzene za 5 cm do vrhova By, Bs, B3, By, Bs, Bg novog pravilnog Sesterokuta.
Kolika je duljina njegove stranice?

S iste strane sredista kugle polozene su dvije paralelne ravnine ¢ija su presjecista
s kuglom krugovi s povrsinama 47 cm? i 497 cm?. Ako je udaljenost tih ravnina
jednaka 3 cm, koliki je polumjer kugle?

N | =

Dokazi da za sve realne brojeve x vrijedi sin* z + cos* z >

Koliki su siljasti kutovi pravokutnog trokuta ako za njegove katete a, b i hipotenuzu
¢ vrijedi 4ab = ¢*v/3?

Rijesi nejednadzbu (z +1)"%""2 > z 4 1.

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 15 cm, a jedan njegov kut je 15°. Izracunaj
duljinu odreska simetrale pravog kuta koji je unutar trokuta.
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Hrvatsko matemati¢ko drustvo

OPCINSKO/éKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

Odredi umnozak kvadrata rjesenja jednadzbe 23 — (1 + 1) = 0.

Dokazi da je za svaki prirodan broj n > 2 znamenka jedinica broja 22" jednaka 6.

1 n

U raspisu izraza (x\/z + —4) koeficijent treceg clana je za 44 veéi od koeficijenta
x

drugog ¢lana.

Odredi ¢lan koji ne sadrzi x.

U trokutu ABC' pravac vrhom A raspolavlja tezisnicu iz vrha B. U kojem omjeru
taj pravac dijeli stranicu BC'?

Odredi kut izmedu tangenata parabole y*> = 4x u tockama njezinog presjeka s
pravcem 2z +y — 12 = 0.

Odredi sva rjeSenja jednadzbe
($2 - 51, + 5)2-4z79-2z+4 — 1

Prvi ¢lan aritmetickog niza je a; = 7. Za ¢lanove niza vrijedi:
Gy — Qp_1 = 2n + 5, n > 2. Koliko je aygg?

Dana je hiperbola 22 —y? = a?. Odredi povrsinu paralelograma kojem dvije stranice
leze na njezinim asimptotama, a jedan vrh mu je tocka na hiperboli. Dokazi da
povrsina ne ovisi o odabiru tocke!



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

Rijesi nejednadzbu

2
3 < 1 u skupu prirodnih brojeva.

Rjesenge.
r—3 r—3 r—3
— r—3<0 <= z<3.
Trazena rjeSenja sux =11 x = 2. (za potpuno rjedenje 8 bodova)

(ukljugeno rjesenje x = 3 i/ili x = 0, 4 boda)

Odredi sve parove prirodnih brojeva (a,b) takve da je a + b = 378 i D(a,b) = 63
(D(a,b) je najvecéi zajednicki djelitelj).

Rjesenje. 1z a = 63z, b = 63y dobivamo 63z + 63y = 378 i x +y = 6, x,y € N,
D(z,y) = 1.
Tada je x € {1,5} iy = 6 — z te je (a,b) € {(63,315),(315,63)}
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(ako napise = € {2,4} i (a,b) € {126,252), (252,126)} ili
xz € {3,3}i (a,b) € {189,189)}, 4 boda)

Za koje realne brojeve m jednadzba 3z + 9 = m(m — x) ima jedinstveno rjesenje?
Rjesenje. Sredivanjem dobivamo (m + 3)x = m?* — 9.
Za m # —3 je m + 3 # 0 pa postoji jedinstveno rjesenje x = m — 3.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za rjeSenje © = m — 3 (uvijek), 0 bodova)

U kvadratu ABCD stranice duljine 6 cm na dijagonali AC' dana je tocka T tako da
1 —
je |[TC| = Z|AC’|. Pravac kroz tocke B i T sijece stranicu C'D u tocki P.

Odredi udaljenost |PC|.



Rjesenje. Trokuti ABT i CPT su slicni (jednaki kutovi) i vrijedi
3 1
|AB| : |PC| = |AT| : |TC| = Z|AC| : Z|AC| =3:1,
1
pa je |PC| = §|AB| = 2. Udaljenost |PC| je 2 cm.

D P C

T

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za postavljene omjere 4 boda)

Paralelogram ABC'D se moze podijeliti na cetiri jednakostrani¢na trokuta stranice
duljine 2 cm. Kolika je duljina dulje dijagonale paralelograma?

Rjesenje. Noziste okomice iz vrha C' na pravac AB oznac¢imo s E.

Trokut BCE' je polovina jednakostrani¢nog, pa imamo 4 CBE = 60°, |CB| = 2
cm, |CE| =+/3 cm, |[BE| =1 cm.

D C

\
\
\
\
\
A B E
Po Pitagorinom poucku na AACE dobivamo: |AC|* = |AE|? 4+ |EC|?,  (x)
tj. |AC| = 4/52 + (v/3)2 = v/28 (ili 2v/7).
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za primjenu Pitagorinog poutka () 4 boda)

Ako je a® + b* + ¢ = ab + bc + ca, koliko je (a + 20 — 3¢)?9%9?

Rjesenje. Pomnozimo li zadanu jednakost s 2 i prebacimo sve na lijevu stranu dobit
¢emo



2a% + 2% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca = 0.

Preuredimo li jednakost dobivamo

a® +b* — 2ab + b* + ¢ — 2bc + ¢* + a* — 2ca = 0. (3 boda)

odnosno
(a—b2+(b—-c)+(c—a)*=0 (7 bodova)
odakle jea=b=c (5 bodova)
pa je trazena vrijednost jednaka nula. (5 bodova)

Pas tréi za zecom koji je za 90 svojih skokova ispred njega. Dok zec skoci 6 puta,
pas skoci samo 5 puta, a dva pseca skoka jednako su dugacka kao tri zec¢ja. Koliko
¢e skokova napraviti zec do trenutka kada ga pas uhvati?

3
Rjesenje. Duljina pseceg skoka je jednaka 3 duljine zecjeg, pa je 4 pseca skoka

jednako duljini 6 zecjih skokova. (5 bodova)
Dok zec skoci 6 skokova pas skoc¢i 5 puta pa za to vrijeme pas prevali udaljenost od
5 3 5

5 5=1 ze¢jih skokova. (5 bodova)

5
Ako je x broj zecjih skokova, iz jednadzbe 90 4+ x = i dobivamo = = 360. Pas ¢e
uloviti zeca nakon 360 zecjih (ili 300 pse¢ih skokova). (10 bodova)

Poredaj po veli¢ini vrijednosti izraza A, BiC, akojea>1,b>1,a<b, x #y:
z—xy z—xy z—ay\’

(- 5) () ()]
r—y r—y r—y

a+1 1 a+1 1
B = — : — . b
(a—|—2+a) ( a a—|—2> (a+0),

A:

2
a a+a
¢ = I 1
a+—1 CL—f—E
a+ —



Rjesenge.

(6 bodova)
a+1 1 a—+1 1
B = —|: — .
<a+2+a> < a a+2) (a+0)
ala+1)+a+2 (a+2)(a+1)—a
= : (a+0b)
ala +2) ala+2)(a+2)(a+1)—a
a>+2a+2 ala+2)
= . M b — b>2
ala+2) a®>+2a+2 (atb)=a+b=2
(6 bodova)
2 a’+2
a ¢+ a a a?+1 a®>+2
O: 1 . 1: a . 2 1: 2 2' 2 1:
G4 —— a+- at+— a” + a*+2 a*+
1 a a*+1 a
a—+ —
a
(6 bodova)

Poredak je A < C < B, tj. najmanja je vrijednost izraza A, a najveca je izraza
B. (2 boda)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1
1. Racionaliziraj razlomak

(8) V2+V3 -5

Rjesenge.

1 1 V2+V3+45
V2+VB—VE V2436 V243446

V2BV V2B HVS +)
C(V2H+VB2RE-5 26

V2+V3+4V5 V6

2V/6 V6
_ VB(V2+ V3 + V)
12

(za potpuno rjedenje 8 bodova)
(za dio rjedenja do (x) 4 boda)

(u nazivniku se moZe grupirati i na druge nacine)

2. Polinom f(z) = x* + px + ¢ pri dijeljenju s polinomom g¢;(z) = x — 1 daje ostatak
(8) 6, a pri dijeljenju s go(z) = x — 2 ostatak 12. Odredi polinom f(z).

Prvo rjesenje. Dijeljenjem polinoma f(x) s polinomom g;(x) dobije se ostatak
ptq+L

(2% + px + q) o (z—1) = z+p+1
e
(p+1)x+q
—(p+1z+(p+1)
p+qg+1




Dijeljenjem polinoma f(x) s polinomom gs(x) dobije se ostatak 2p + ¢ + 4:

(2% + px +q) c (x—2) = z+p+2
—x% + 2
(p+2)x+q
—(p+2)x+ (p+2)
2p+qg+4

Dobijemo sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

p+q+1 =6,
(*)

2p+q+4 = 12,
Clja su rjesenja p = 3, ¢ = 2.
TraZeni polinom je f(x) = 2% + 3z + 2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(za barem jednu od jednadZbi sustava () 4 boda)
Drugo rjesenje. Poznato je (Bezoutov teorem) da je ostatak pri dijeljenju polinoma

f(z) s * — a zapravo vrijednost f(«). Stoga je: f(1) =61 f(2) = 12. Dobijemo isti
sustav kao u prvom rjesenju.

(bodovanje isto kao u prvom rjesenju)

Trece rjesenje. Imamo

?4+pr+q = (z—1)(z+a)+6=2*+(a—1)zr—a+6
(

?+pr+q = (x-2)(z+0B)+12=2+(3—-2)x — 26+ 12,
odakle je
a_1:p7 _a+6:(J7
(%)
p—2=p, —20+12=q.

Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobijemo:

a—1=8-2 —a+6=-23+12,  tj.

a—Ff+1=0, a—28+6=0.
Rjesenje ovog sustava je a« =4, B =5,iondap=3, ¢=2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za sustav jednadzbi (x) 4 boda)



2.2009 1 2009
Odredi kvadratnu jednadzbu s realnim koeficijentima kojoj je (W) jedno
/L —
rjesenje.

2009 _ ;4-502+1

Rjesenje. Kako je ¢ = 1, izraz u zagradi jednak je

i+1 i+1 i+1 20
i—1 i—1 i+1 -2
Sada je (—i)%%% = —2009 = .
Kako je jedno rjeSenje jednako z; = —i, drugo je xo = i, trazena kvadratna jed-
nadzba je (z +4)(x — i) = 0 tj. 22 + 1 = 0, ili svaka jednadzba oblika az?® + a = 0
za a € R\{0}.

—1.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za odredeno jedno rjesenje kvadratne jednadzbe 4 boda)

2> +3x—5
Rijesi nejednadzbu ————— < 1.
ijesi nejednadzbu ~5——"——

Prvo rjesenje. Kako je diskriminanta kvadratne jednadzbe 22 +3z 4+ 5 =0, D =

3 11
32—-4-1-5=—11 < 0 1li se pokaze da vrijedi > + 3z +5 = (x+§> +Z > 0,
nazivnik se strogo pozitivan za svaki x. (%)

MnoZenjem nejednakosti s 2% + 3z + 5 dobivamo

P +3x-5<2*+3x+5 tj. —5<5.
Kako je ova nejednakost istinita i polazna vrijedi za svaki x € R.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za tvrdnju (%) 4 boda)

Drugo rjesenje. Redom imamo:

2 4+3r—5 10
_ = 1 — <1
2 +3x+5 22 4+3x+5
10
— >0
2243545 (*)

Kako je diskriminanta kvadratne jednadzbe x? 4+ 3x + 5 = 0 negativna ili se pokaze
da vrijedi 2 + 3z +5 = (3: + g) + % > 0 za svaki x € R, polazna najednakost
vrijedi za svaki x € R.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za dobivenu nejednakost (x) 4 boda)



5. Nadi sva rjesenja jednadzbe (x4 1)(x+2)(z +3)(z +4) = 120 u skupu kompleksnih
(8) brojeva.

Rjesenje. Zgodnim grupiranjem, mnoZenjem i supstitucijom ¢ = 2 4+ 52 dobivamo:
(x+1)(x+4) - (x+2)(x+3) = 120
(22 + 5z +4)(z* + 52 +6) = 120
(t+4)(t+6) = 120
t24+10t—-96 = 0 (%)

t, =6, ty = —16.

Sada treba rijesiti dvije kvadratne jednadzbe

2% + 5 = 6, 22 + 5x = —16, tj.
2% + 51 — 6 =0, x? +5x + 16 = 0.
. D —5 —1v/39 -5+ 1v39
Njihova rjesenja su xry = —6, 19 =1, 13 = ————, 14, = ———.

2 ! 2

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(za rjeSenja t, 5 jednaZbe (*) 4 boda)
(moguce su i druge supstitucije, npr. t = 2* + 5x + 5)

6. Dva pravokutna trokuta imaju zajednicku hipotenuzu. Razlika duljina kateta jednog
(20) od njih je 9 cm, a drugog 13 cm. Zbroj povrsina ta dva trokuta je 90 cm?. Izrac¢unaj
duljine njihovih kateta.

Prvo rjesenje. Neka su a i b katete jednog te m i n katete drugog trokuta, a c
njihova zajednicka hipotenuza. Iz uvjeta zadatka imamo:

a®+v? =, m? +n? = 2,

a—b=29, m—n =13,

1 1
§ab + —mn = 90.

2




Dobijemo sustav jednadzbi:

a—b = 9, (1)
m—n = 13, (2)
ab+mn = 180, (3)
a?+bv = m?+n’ (4)

(4 boda)

Iz prve i druge jednadzbe imamo

a=b+9, m=13+n,
Iz (4) + 2 - (3) dobivamo
(a+b)*—(m—n)*> = 360,

(9 + 2b)? — 132 360,
b2+ 9b — 112 0.

Zadovoljava samo pozitivno rjesenje b = 7. Iz (1) je a = 16. Duljine kateta prvog
trokuta su 16 cm i 7 cm.

(8 bodova)

Za drugi trokut imamo:

m—n = 13
mn = 180 — ab = 68
n(13+n) = 68
n?+13n—-68 = 0.
Zadovoljava samo pozitivno rjesenje n = 4. Sada je m = 17. Duljine kateta drugog
trokuta su 17 cm i 4 cm.

(8 bodova)

Drugo rjesenje. Iz uvjeta zadatka dobivamo ove jednadzbe:

a?+b = A (1)
a—b = 9 (2)
m?+n®* = (3)
m—n = 13 (4)

%ab + %mn = 90 =
2ab+2mn = 360 (5)

(4 boda)



Iz (1) i (3) imamo

a? +b* =m? +n’ (6)

Zbrajanjem (5) i (6) i sredivanjem dobivamo

(a+b)?*=(m—-n)*>+360 tj. (a+0b)*=13*+360=529.

Konacno je

a+b=23. (7)

(8 bodova)
Iz (2) i (7) imamo a = 16, b = 1.
Zbrajanjem a® + b* = m? +n? i 360 = 2ab + 2mn dobivamo

(a—b)2+360=(m+n)? tj. (m+n)>=9?+360=441
i zatim
m+n = 21. (8)

Iz (4) 1 (8) slijedi m =171 n = 4.
(8 bodova)

Za koje cijele brojeve k kvadratna jednadzba kz? + (2k — 1)z + k — 2 = 0 ima
racionalna rjesenja.

Rjesenje. Nuzno je i dovoljno da diskriminanta

D= (2k —1)* — 4k(k —2) = 4k + 1

bude kvadrat racionalnog broja m tj. 4k + 1 = m?. Odavde vidimo da m mora biti
neparan cijeli broj. (5 bodova)

Kako je m neparan, tj. m = 2a + 1, imamo
4k +1 = (2a+1)
4k+1 = 4a®+4a+1

k= a*+a=ala+1)

(15 bodova)

Dakle, broj k mora biti oblika a® + a, a € Z odnosno a(a + 1), tj. jednak umnosku
dva uzastopna cijela broja. Diskriminanta je D = 4k + 1 = (2a + 1)%.



Dan je jednakokracan trokut ABC' takav da je |AC| = |BC| = 12 cm. Paralela s
krakom prolazi polovistem visine na osnovicu trokuta i sijece osnovicu u tocki M a
drugi krak u tocki N. Kolika je duljina duzine M N?

Prvo rjesenje. Duzina M P je srednjica trokuta Cy BC' (pri ¢emu je C noziste visine

na osnovicu). Stoga je M poloviste od Cy B. (10 bodova)
C
N
X P
4 ¢, M\ B

: : o : : . o |[AM| 3
Trokuti AM N i ABC susli¢ni (jednaki kutovi). Koeficijent slicnosti je k = m =7

(5 bodova)

3
Odavde slijedi |[MN| = Z|BC| =9 cm. (5 bodova)

_ 1
Drugo rjesenje. Duzina M P je srednjica trokuta BCCy i |[MP| = §|BC’| =6 cm.

(5 bodova)
Duzina NP je srednjica trokuta XC,C, a XC; je srednjica trokuta ABC. Zato je
1 .
|Xcl| - §|BC|7 pa je

1 1
NP| = 5|XC1| = 7|BC| =3 cem.

(10 bodova)
Stoga je [MN| = |MP|+|PN|=6cm+ 3 cm =9 cm. (5 bodova)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1. Izracunaj vrijednost izraza log®5 + log 2 - log 50.

(8)

Prvo rjesenje. Redom imamo:

log®5 4 1og2-log50 = log®5 +log?2 - (log25 + log2)
log®5 +log2 - (21log 5 + log 2)
= log®5 + 2log5 - log 2 + log* 2
(log 5 + log 2)? = (log 10)? = 1.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

Drugo rjesenje. Slicno dobivamo:

log®5 +1og2 -log50 = log®5 +log?2 - (log5 + log 10)
log®5 +log2 - (log5 + 1)
log®5 + log 5 - log 2 + log 2

= logh - (logh+log2) + log2
= log5H-log10 + log?2

= logb+log2 =logl0=1.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

1
2. Odredi zbroj svih rjesenja jednadzbe logg(sin 2z) = —3 na intervalu [0, 27].
.. . . ) . 1 1 1 .
Rjesenje. Uz uvjet sin 2z > 0 iz logg(sin 2z) = —3 = logg 873 = logg 3 dobivamo

1
op — &
sin 2x >

odakle je zadovoljen uvjet i imamo

5
9% = L 4 2%kr ili 2% = 2 4 Ok,
6 6
t].
s . 5%
r=—+kr ili x=-—+km (%)

12 12



Na int lu [0, 27] rjesen s o 137 177
a intervalu 7| rjeSenja su 1 = —, X9 = —, T3 = ——, T1 = —.
) J J L= 2= 150 %8 o n B
m om 13m 17w
Throi svih resenia o - + 2 a9
broj svih rjeSenja je D + o + BT} + EDY 3T
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za dio rjesenja (x) 4 boda)

Duljina stranice pravilnog Sesterokuta A;A;A3A4A5Ag jednaka je 3 cm. Njegove
stranice AlAQ, A2A3, A3A47 A4A5, A5A6, AﬁAl su preko vrhova Ag, A3, A4, A5, A67
Aj produzene za 5 cm do vrhova By, Bs, B3, By, Bs, Bg novog pravilnog Sesterokuta.
Kolika je duljina njegove stranice?

Rjesenge.

Po kosinusovom poucku vrijedi:

b2 = ’8136‘2 = ‘AIBGP + ’A131’2 — 2|A1B6| . ‘AlBl‘ . COS%: BlAlB6

1
= 52+82—2-5-8-§:49,

odakle je b =7 cm.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za pravilnu primjenu kosinusovog poutka, ali gresku u raunu, 4 boda)

S iste strane sredista kugle polozene su dvije paralelne ravnine ¢ija su presjecista
s kuglom krugovi s povrsinama 47 cm? i 497 cm?. Ako je udaljenost tih ravnina
jednaka 3 cm, koliki je polumjer kugle?

Rjesenje. Oznac¢imo s ry = 2 cm i ro = 7 ¢m polumjere presjeka paralelnih ravnina
s kuglom, s [ = 3 cm njihovu udaljenost te s R polumjer kugle.



Primjenom Pitagorinog poucka, iz slike dobivamo
R* = ri4+(d+1)*=r+d*+2dl+1*> =13+ d* + 6d,
R = rj+d* =49+ d°,

a odavde 6d = 36 tj. d =6, R = /49 + 36 = v/85
Polumjer kugle je R = /85 cm.
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za pravilnu primjenu Pitagorinog poutka barem u jednom slutaju 4 boda)

. . e 1
Dokazi da za sve realne brojeve z vrijedi sin® z + cos® z > 3
Prvo rjesenje. Imamo
sinz +costz = (sin?z + cos?x)? — 2sin cos? x

1., 1 1
= 1l—=sin“2x2>1——-=—.
2 2 2

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Drugo rjesenje. Slicno dobivamo

sin'z +costr = (sin?z)?+ (1 —sin?2)? = 2sin*z — 2sinx + 1

>

DN | —
er—t

1 1 1
= 5(4sin4x—4sin2x+ 1)+ 5= 5(23in2x — 1)+

(za potpuno rjedenje 8 bodova)



Trece rjesenje. Polazna nejednakost je ekvivalentna sljede¢ima:

. 1

sin*z + cos*z > 3

.92 2,2 .2 2 1

<= (sin“x 4+ cos®z)® —2sin“xcos*x > 5
.9 2 1

<= 1—2sin“xcos*x > 3
— 4sin®zcos’z < 1
= sin?2z < 1,

a ovo uvijek vrijedi. Zato vrijedi i polazna nejednakost.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Koliki su siljasti kutovi pravokutnog trokuta ako za njegove katete a, b i hipotenuzu
¢ vrijedi 4ab = 2\/3?
2

Prvo rjesenje. Za dani pravokutan trokut vrijedi a? + b? = c%.

Za kut a nasuprot stranici duljine a uvrstavanjem u danu jednakost dobivamo:
dab = +/3a*+ V30 )b

RO

V3tg2a —4tga++v3 = 0.
(10 bodova)
Odavde dobivamo:
tga; =3 tj. o =60°, 6 =30°ili
3
tg s = \/T_ . s = 30° By = 60°.
Siljasti kutovi tog trokuta su 30° i 60°. (10 bodova)

Drugo rjesenje. Iz dane jednakosti dobivamo:

dab = AV3 /:c?

- V3

ol
ol

4sinacosa = V3 tj. sin2a =

=

(10 bodova)



(20)

(20)

Odavde slijedi 2a = 60° ili 2ac = 120° tj. o = 30° ili & = 60°, odnosno [ = 60° ili
f=30°. (10 bodova)

Treée rjesenge. 1z a = csina, b = ccos « i dane jednakosti imamo
4-csina-ccosa = /3 /1 23

V3

2sinacosay = —

2
odnosno sin 2« = \/75 (10 bodova)
Kutovi trazenog trokuta su 30° i 60°. (10 bodova)

Rijesi nejednadzbu (z +1)"% "2 > z 4 1.

Rjesenje. Za x+1 < 0 izraz na lijevoj strani nije definiran, azax+1=0ix+1=1
nejednakost ne vrijedi. Preostaje promatrati slucajeve:

1° O0<z+1<1t). —1<a<,

2 l<az+1tj x>0

(6 bodova)
1° Redom dobivamo:
—z?—2x <1
2 +2r+1>0
(x+1)2 >0,
sto je zadovoljeno za z # —1. U ovom slucaju nejednadzba je zadovoljena za
x € (—1,0). (6 bodova)
2° Dobivamo
—z?—2x>1
> +2r+1<0
(x+1)2<0.
U ovom slucaju nijedan x ne zadovoljava nejednadzbu. (6 bodova)
Konacno rjesenje je z € (—1,0). (2 boda)

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 15 cm, a jedan njegov kut je 15°. Izracunaj
duljinu odreska simetrale pravog kuta koji je unutar trokuta.

Prvo rjesenje. Simetrala pravog kuta sijece hipotenuzu u tocki D. Oznacimo s s
duljinu odreska simetrale pravog kuta unutar trokuta.

Promatrajmo trokute ABC i ADC"



b
cos15° = - tj. b=ccos15” = 15cos15°%;
c

b sin(180° — (45° +15°))  sin120°  sin60° V3

s sin 15° T sinl5°  sinls®  2sin15°
(10 bodova)

odakle dobivamo

2bsin 15° 2-15-cos15°sin 15° 15 - sin 30° 15 5\/3
S = _— o o g
V3 V3 V3 2v3 2
(8 bodova)

9V3
Duljina odreska simetrale pravog kuta je s = T\/_ cm. (2 boda)

Drugo rjesenje. Kako je s simetrala pravog kuta, povrsina trokuta ABC' jednaka je
zbroju povrsina trokuta ADC i BDC', pa imamo

sasin45° + sbsind5°  s(a+b)v/2

2 4
odavde je
B 4P B 2ab
(a+b)vV2  (a+Db)V2
(8 bodova)
Iz a = ¢sin15° 1 b = ccos 15° dobivamo
2
2ab = 2¢%sin 15° cos 15° = ¢*sin 30° = 7
(5 bodova)

Nadalje,

3
(a—{—b)z:czz—i-l?2+2ab:024—201192gc2 tj. a+b20\/;.

(5 bodova)

Konacno je



2

5 _ e _of
offva WS
Duljina odreska simetrale pravog kuta je s = 5—\/5 cm
(2 boda)

Treée rjesenje. Odrezak simetrale pravog kuta unutar trokuta je dijagonala kvadrata
CFDE stranice duljine . Tada je trazena duljina s = /2.

Iz trokuta ADF i DBE dobivamo ¢; = — v , Gy = v
sin 15° cos 15°
N 15 1 n 1 x - (sin 15° + cos 15°)
C Co = C = = I - — .
! 2 sin 15°  cos 15° sin 15° cos 15°

(10 bodova)

Pomnozimo 1i ovo sa 2sin 15° cos 15° = sin 30° = 3 dobivamo

15

2z - (sin 15° + cos 15°) 5

Kvadriranjem slijedi
225

42°(1 4 sin 30°) = 1

odakle imamo

(8 bodova)

15

Konac¢no je x = T
(2 boda)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1. Odredi umnozak kvadrata rjesenja jednadzbe 23 — (1 + 1) = 0.

(8) Prvo rjesenje. Redom imamo:

B o= (14i)2=1+2i—1=2i

21 = 2<cosg+z’sing);
z = d2((:05%—1—2’51112>,
—+2(k—1)rm —+2(k— 17
2 = V2 | cos + ¢sin
3 3
4(k —1 4(k —1
= %(cosw+isiDW), k=123, ()
T .7 V3 o1
21 = \3/§<cosg+zsmg>:\3/§<7+§z>,
Z9 = \3/5

(Cos— +Zsm§> = V2 (—\/73 —|—%z>
(

3 3
23 = 2 os—+zsm%):\75<Cos§+isin§):—\?/§i.

Sada je
3 1 3 1 13
nomezs = —% (gjuﬁz') (—gjuﬁz‘) Y <_Z_Z) — 2,
222222 = (20)P=-4

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za odredivanje rjedenja (%), 4 boda)



Drugo rjesenje. Zadatak se moze rijesiti i pomocu Vieteovih formula. Za jednadzbu
treceg stupnja ax® + bz + cx + d = 0, gdje su x;, xo, T3 njezina rjesenja, vrijedi
d

1T Xy = ——.
a

U danom slu¢aju imamo:

23_(1+Z)2 = 0,

22 —2i = 0, (#)
212923 — 21,
222222 = (20)? = —4.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za preuredenu jednadzbu (*x) 4 boda)

Dokazi da je za svaki prirodan broj n > 2 znamenka jedinica broja 22" jednaka 6.

Rjesenje. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Baza indukcije: Za n = 2 imamo

22" = 2' = 16,
pa tvrdnja vrijedi.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj
n > 2, tj. znamenka jedinica broja 22" je 6.

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n + 1:

22" = 92"2 — (22")? = (x6)? = ¥ * 6.

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n + 1, pa po principu matematicke indukcije vrijedi za
svaki prirodan broj n > 2.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za to€nu bazu i pretpostavku indukcije 4 boda)

1 n

U raspisu izraza (az\/i + —4) koeficijent tre¢eg Clana je za 44 veci od koeficijenta
x

drugog ¢lana.

Odredi ¢lan koji ne sadrzi z.

Rjesenje. Uvijet zadatka moze se zapisati u obliku (Z) = (T) + 44.

Odavde sredivanjem dobivamo



n(n —1)

= 44
5 n -+

n?—3n—-8 = 0 = n; =11, ny=-8.

Jedina moguénost je n = 11. Neka je Ay koeficijent uz onaj clan koji je jednak nuli.
Tada je

/1 TS A S AN P £ § A N PPN
= () o™ () = () @)= (1) e

Kako A ne sadrzi x imamo
3
5(11—1@)—4]@20 = k=23

. 11
Clan koji ne sadrzi x je A3 = (3) = 165.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za izratunato n = 11, 4 boda)

U trokutu ABC' pravac vrhom A raspolavlja tezisnicu iz vrha B. U kojem omjeru
taj pravac dijeli stranicu BC?

—_—
Prvo rjesenje (vektorsko). Prikazimo vektor AD na dva nacina.

C
P
D
A
B
—_— = —— —
AD = AB+BD = AB + aBC,
— — — 11—
AD = 3 Szﬁ(AB+§BP>



. . . —_— = —— —_— 3 1—
Zbog linerne nezavisnosti vektora AB i BC' iz AB+ aBC = j3 (ZLA + ZB )

imamo

3 1

1 4
1=-— = _ — _ — _
45, «Q 4ﬂ = [ Y «Q 3

_— 1 —_— J—
odakle dobivamo BD = gBC, odnosno tocka D dijeli duzinu BC' u omjeru 1 : 2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Drugo rjesenje (geometrijsko). Neka je |AS| = |SE|. Cetverokut ABEP je paralel-
ogram.

A B

1z slicnosti trokuta BED 1 CAD dobivamo

|\BD| |BE| 1

|CD| — |CA] 2’
1
pa je trazeni omjer jednak 3

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Odredi kut izmedu tangenata parabole y?> = 4z u tockama njezinog presjeka s
pravcem 2z +y — 12 = 0.

Rjesenje. Tocke presjeka parabole i pravca dobivamo iz jednadzbi:

v =4dr i y=—2x+12.
Odavde je

(—2x+12)* = 4z,
2 —13x+36 = 0,
r1 =9, Ty =4,
S1(9,—6),  Sa(4,4).

Jednadzbe tangenata parabole su:



. y (=6)=2-(z+9) = y=--2-3 = k=-g,

1
ta ... y-4:2-(:1:+4) = y=-x+2 = k2:§'

Kut « izmedu tangenata odreduje se iz relacije

1
ko — ky 2

1+ kiko

tga:'

pa je trazeni kut jednak a = 45°.
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za to¢ne koeficijente smjerova tangenata ky, ks, 4 boda)

Odredi sva rjeSenja jednadzbe

(2* — b +5)*F 9 =1,

Rjesenje. Promatrat ¢emo tri slucaja.

1° Baza je jednaka 1.

2 —5x+5=1 = x1=1, 25 =4
Oba rjesenja zadovoljavaju polaznu jednadzbu. (6 bodova)

2° Eksponent je jednak nuli, a baza razli¢ita od nule.

2:4"=9-2"+4=0.

Uz supstituciju ¢t = 2* dobivamo kvadratnu jednadzbu

26 — 9t +4 =0
1
Cija su rjeSenja t; =4 ity = 7 Odavde dobivamo z3 = 2 i x4 = —1. Kako je za ova
rjesenja baza razlicita od nule, oba zadovoljavaju polaznu jednadzbu. (8 bodova)

3° Eksponent je paran broj, a baza jednaka —1.

??—5r+5=-1 = wx5=2, x5=3.
U oba slucaja je eksponent paran pa su ovo rjeSenja polazne jednadzbe.
(6 bodova)

Sva rjeSena jednadzbe su: —1, 1, 2, 3, 4.



7. Prvi ¢lan aritmetickog niza je a; = 7. Za clanove niza vrijedi:
(20) an, — an—1 =2n+5, n > 2. Koliko je aygo?

Rjesenje. Raspisimo:

a; = 7
o — a1 = 9
a3 — g = 11
a4g —as = 13
a1po — Q99 = 205

(10 bodova)

Odavde zbrajanjem dobivamo

a;+ay—a)+as—az+a4—as~+ ...+ ajpy — Agg = T+9+114+13+...4205

100(7 + 205)

Q100 = 9

aipo — 10600.

(10 bodova)

8. Dana je hiperbola 22 —y? = a*. Odredi povrsinu paralelograma kojem dvije stranice
(20) leze na njezinim asimptotama, a jedan vrh mu je tocka na hiperboli. Dokazi da
povrsina ne ovisi o odabiru tocke!

Rjesenge.

Tocka T ove hiperbole dana je s T'(xg,yo) =T (:co, +/2% — a2).



Asimptote hiperbole su: y = —z, y = x.

Kako su one medusobno okomite, odreduju pravokutnik.

(3 boda)

Oznacimo s d; i dy udaljenosti tocke 1" od asimptota. Tada je trazena povrsina dana

s P= dldg.

Nadalje, udaljenosti tocke T'(xq, yo) od asimptota su

g = BEwl a2

V2

dy = M, (odz —y =0)

V2

pa je trazena povrsina jednaka

p_ T+l |zo—gol _ |26 —wol _a*

V2 V2 2

jer je T' na hiperboli. Vidimo da povrsina ne ovisi o izboru tocke T'!

(5 bodova)

(10 bodova)

(2 boda)



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

23. veljace 2009.

Odredi nepoznate znamenke a, b, ¢, d tako da vrijedi a3bc - 45 = 37d15b.

U skupu realnih brojeva rijesi jednadzbu
|z +3|+2vVat+2x+1=T.

Duljine kateta pravokutnog trokuta su 8 cm i 6 cm. Unutar trokuta dana je tocka
T koja je od krace katete udaljena za 1 cm, a od dulje 2 cm. Koliko je tocka T
udaljena od hipotenuze? Kolika je duljina visine na hipotenuzu?

b 2(b—
Ako je a + b =1, dokazi jednakost bs(i 1" B_1" agbg +a?)).

Razlika dva neparna broja djeljiva je s 5. Kojom znamenkom zavrsava razlika kubova
tih brojeva?



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

4.
(20)

5.
(20)

ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

23. veljace 2009.

1
Odredi sve kompleksne brojeve z takve da su moduli brojeva z, —, 1 — z jednaki.
z

U skupu kompleksnih brojeva odredi sva rjesenja jednadzbe

22425 — 102t + 422 +1=0.

Pojednostavni izraz

za x > 0.

Dvije kruznice duljina promjera 6 cm i 18 cm diraju se izvana. Izracunaj povrsinu
lika omedenog kruznicama i njihovom zajednickom vanjskom tangentom.

Duljina stranice kvadrata je 6 cm. Na stranicama AB i AD zadane su tocke K i L
takve da je |[AK| = 2 cm i [AL| = 3 cm. Kvadratu je upisan trapez s osnovicom
K L. Kolika je najveéa moguca povrsina upisanog trapeza?



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo
ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

23. veljace 2009.

1. Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je ¢, a duljina simetrale jednog od §iljastih

kutova je CT Kolike su duljine kateta?

2. Rijesi nejednadzbu

log, 2 - log,, 2 - log,(162) < 1.

3. Od kocke duljine brida 3 cm odsjeceno je svih osam vrhova tako da novo tijelo ima
(20) sve bridove jednakih duljina. Koliki je volumen novonastalog tijela?

4. Izracunaj zbroj

sin®1° + sin?2° +sin?3° + ... + sin® 90°.

5. Duljine visina trokuta ABC odnose se kao v, : vp : v, = 6 : 2¢/3 : 3, a opseg opisane
(20) mu kruznice iznosi 87 cm. Odredi duljine stranica i veli¢ine kutova trokuta ABC'.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo
ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B kategorija

23. veljace 2009.

1. Rijesi sustav jednadzbi (u skupu prirodnih brojeva)

0 - ()
Q) -

2. U jednakokracnom trokutu ABC (|AC| = |BC]) totka D je poloviste baze AB,
(20) duzina DFE je visina trokuta DBC, a M poloviste duzine DFE. Dokazi da su pravci
AE i CM medusobno okomiti.

3. Svaka stranica kvadrata, duljine a, podijeljena je u omjeru 1 : x (z > 1). Dobivene

(20) tocke su vrhovi novog kvadrata upisanog polaznom. Isti postupak se nastavlja sa

svakim novim kvadratom. Koliki je zbroj povrsina polaznog i svih tako dobivenih
kvadrata?

4. Velic¢ine kutova a < 8 <  trokuta uzastopni su ¢lanovi aritmetickog niza, a duljine
(20) njegovih stranica su a, b, c. Dokazi jednakost (a + ¢)* = b* + 3ac.

5. Pravac kroz ishodiste sijece pravce dane jednadzbama z +y—1=0,z—-y—-1=0
(20) u tockama A i B. Odredi geometrijsko mjesto polovista duzina AB.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

23. veljace 2009.

ISPRAVKA

U 3. zadatku za 3. razred B kategorije treba ispraviti formulaciju i treba biti
kako je ovdje navedeno.

3. Od kocke duljine brida 3 cm odsjeceno je svih osam vrhova tako da novo tijelo s 24
vrha ima sve bridove jednakih duljina. Koliki je volumen novonastalog tijela?



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

23. veljace 2009.

Zadatak B-1.1. (20 bodova) Odredi nepoznate znamenke a, b, ¢, d tako da vrijedi
a3bc - 45 = 37d150.

Rjesenje. Broj na desnoj strani mora biti djeljiv s 5. Zato mora biti b = 5 ili b = 0.
(4 boda)
Zab=>5je

a3bc - 45 = 37d155.

Broj na desnoj strani mora biti djeljiv s 9 pa dobivamo 3+ 7+d+ 1+ 5+ 5 = 9k tj.
21 +d = 9k, odakle je d = 6, pa je

a3bc - 45 = 376155
odakle je a3bc = 376155 : 45 = 8359. Stoga jea =81ic=09.
(8 bodova)

Za b = 0 imamo

a30c - 45 = 37d150.

Broj na desnoj strani mora biti djeljiv s 9 pa dobivamo 3+ 7+ d+ 1+ 5+ 0 = 9k t;j.
16 + d = 9k, odakle je d = 2, pa je

a30c - 45 = 372150
odakle je a30c = 372150 : 45 = 8270, §to ne zadovoljava.
Dakle, postoji samo jedno rjesenje (a,b,c,d) = (8,5,9,6)
(8 bodova)

Zadatak B-1.2. (20 bodova)

U skupu realnih brojeva rijesi jednadzbu

|z +3|+2Va2+204+1=T7.

Rjesenje. Najprije uo¢imo 2?42z +1 = (r+1)?, paje Va2 + 2x + 1 = |z +1|. Jednadzba
postaje |[x + 3| + 2|z + 1| =T7.

(3 boda)



Treba promatrati tri slucaja:
1°x € (—o0, —3); 2° ¢ € [-3,—1); 3°x € [—1,00)

(2 boda)
1°x € (—o0, —3)
—r—-—3-2x—-2 =7
r = —4€(—o0,—3)
(5 bodova)
2°z € [-3,-1)
r+3—-20—-2 =7
r = —6¢[-3,-1)
(5 bodova)
3°z e [—1,00)
r+34+22+2 =7
= Zel-10)
T = 3 , 00
(5 bodova)
2
Jednadzba ima dva rjeSenja: ©r = —4, x = 3

Napomena. Ako ucenik napise /|22 + 2z + 1| = z + 1 dobit e tredi slucaj, i ako nade
tocan x dobiva 5 bodova.

Zadatak B-1.3. (20 bodova)

Duljine kateta pravokutnog trokuta su 8 cm i 6 cm. Unutar trokuta dana je tocka 1" koja
je od krace katete udaljena za 1 cm, a od dulje 2 cm. Koliko je tocka T udaljena od
hipotenuze? Kolika je duljina visine na hipotenuzu?

Rjesenje. Spojimo li tocku T' s vrhovima A, B, C' dobivamo trokute ABT, BCT, CAT.

Trazena udaljenost = je duljina visine 7D trokuta ABT. Neka je a = |BC| = 8 cm,
b=|CA| =6 cm. Visine trokuta BCT i CAT su redom 2 cm i 1 cm.

Duljina hipotenuze je ¢ = Va2 + b2 = /82 + 62 cm = /100 cm = 10 cm. (1 bod)

Povrsinu trokuta ¢emo izraziti na dva nacina:

|BC| - |CA|

5 = Papc = Papr + Pper + Poar

(10 bodova)

Uvrstimo li poznate velicine dobivamo,



8-6 10-z 8-2 6-1

>~ 2 T2 T3
26 13
iz Cega imamo x = oM = m= 2.6 cm. (5 bodova)
. . , o . , . . ab v
Visinu na hipotenuzu ¢emo takoder izracunati pomocu povrsina, tj. 5 =3 odakle
48 24
dobivamo 8 -6 = 10 - v, tj. v. = pom= m= 4.8 cm. (4 boda)
Zadatak B-1.4. (20 bodova)
a b 2(b—a)

Ako je a + b =1, dokazi jednakost Bl B 3

Rjesenje. Rastavimo li nazivnike lijeve strane (razlika kuboval) dobivamo

a B b (1)
b-1)@*+b+1) (a—1)(a®2+a+1)
(3 boda)
Iza+b=1imamob—1= —a, a— 1= —b, (2 boda)
pa izraz (1) postaje
-1 1 B V—a*+b—a
4+b+1 a?+a+1 a2 +ab®+a2b+a2+ab+b>+a+b+1
(7 bodova)
Sada dobivamo, uz a +b =1,
(b—a)(b+a)+b—a B 2(b—a)
a?b? +ab(a +b) +a>+ab+ b2 +a+b+1 a2 +a?+2ab+02+1+1
B 2(b—a) _ 2(b—a)
a?b? + (a+b)2+2  a2b? +3°
(8 bodova)

Zadatak B-1.5. (20 bodova)

Razlika dva neparna broja djeljiva je s 5. Kojom znamenkom zavrsava razlika kubova tih
brojeva?



Rjesenje. Oznacimo te brojeve s a = 2m — 1, b = 2n — 1. Njihova razlika je

a—b=2(m-—n).
(5 bodova)
Kako je razlika djeljiva s 5 i s 2, ona je djeljiva s 10, tj. a — b = 10k. (5 bodova)

Rastavom na faktore razlike kubova a® — b® = (a — b)(a? + ab + b*) dobivamo a® — b* =
10k(a® + ab + b?), pa je a® — b* djeljivo s 10, odnosno razlika kubova zavrsava s 0.

(10 bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja $kola — B kategorija

23. veljace 2009.

Zadatak B-2.1. (20 bodova) Odredi sve kompleksne brojeve z takve da su moduli

brojeva z, —, 1 — z jednaki.
z

1
Rjesenje. Prema uvjetu zadatka je |z| = ‘—’ =1—z|

z
Iz jednakosti |z| = ‘—' dobivamo |z| = 1, a zatim iz |z| = |1 — z] slijedi |1 — z| = 1.

2
Oznac¢imo li 2 = z + 4y imamo 22 +y? =11 (1 —2)* +y* = 1. (5 bodova)
1
Oduzimanjem ovih jednadzbi dobiva se x = 5
3 3
Nadalje, y* = 1 — 2% = 7 odakle je y1 2 = :I:g. (10 bodova)
1 3 1 3

Trazeni kompleksni brojevi su z; = 3 + \/7_2 129 = 3~ gz

(5 bodova)
Zadatak B-2.2. (20 bodova) U skupu kompleksnih brojeva odredi sva rjesenja jednadzbe
2+ 42% — 102" + 42 + 1 = 0.

Rjesenje. Kako 0 nije rjesenje, dijeljenjem jednadzbe s x* dobivamo

4 1
I‘4+4I2—10—|——2+—4 = 0,
X Xz

1 1
(x4+—4>+4(x2+—2>—10 = 0.
X x

1 1
Supstitucijom t = 2% + —, dobivamo t? =zt + — + 2, pa jednadzba postaje
x x

244t —12=0,
Cija rjeSenja su t; = —6 1ty = 2. (8 bodova)

Za t; = —6 imamo:



1
r° + ; —6
1
u T+ — (supstitucija)
x
1
u? 2+ 24 — =4
x
Uy,2 +2:
1 , 1 :
T+ —=2 T+ — =2

x
2 —2ix+1=0

T12 = (1 + \/§)Z

T
2?2+ 2ix+1=0

X34 = —(1 + \/i)l

Za ty = 2 dobivamo:

:1:'2—1—l2 2
T
zt—222+1 = 0
(z2—=1)> = 0
1’56:1 1'778:—1.

Rjesenja jednadzbe su x € {41, £(1 £ v/2)i}.
Zadatak B-2.3. (20 bodova) Pojednostavni izraz

T —x
e A

—x —

x x
=T 42T

za x > 0.

Rjesenje. Supstitucijom x* = u dobivamo:

T —z I
e _ N
— = -z

—x T
N — +a"

g |-

I

I
8
=
|3
I

I

|

I

|
&

(6 bodova)

(4 boda)
(2 boda)

(20 bodova)

Zadatak B-2.4. (20 bodova) Dvije kruznice duljina promjera 6 cm i 18 cm diraju se
izvana. Izracunaj povrsinu lika omedenog kruznicama i njihovom zajednickom vanjskom

tangentom.



Rjesenje. Kako je |S15s| = 12, |C'S3| = 6 i trokut S;C'S, je pravokutan, on je jednak
polovini jednakostrani¢nog pa je < .S35C = 60°. (4 boda)

A B

Od povrsine P; trapeza ABS,S; treba oduzeti povrsinu P, kruznog isjecka na malom
krugu sa sredisnjim kutom od 120° i povrsinu kruznog isjecka P; na velikom krugu sa
sredisnjim kutom od 60°.

Stoga imamo

AS BS 3+9
P, = [ASi +|BS| 15,C| = % V122 — 62 em? = 36V/3 cm?,

2
(4 boda)
2. 12 o
P, = u cm? = 371 cm?,
360°
(4 boda)
927 - 60° 27T
P _ 2 _ " 2
57 73600 C g
(4 boda)
Odavde dobivamo
P=P —P,— P = (36\/_—337#) cm?
(4 boda)

Zadatak B-2.5. (20 bodova) Duljina stranice kvadrata je 6 cm. Na stranicama AB i
AD zadane su tocke K i L takve da je |[AK| =2 cm i [AL| = 3 cm. Kvadratu je upisan
trapez s osnovicom K L. Kolika je najve¢a moguca povrSina upisanog trapeza?

Rjesenje. Oznac¢imo vrhove osnovice trapeza s M i N. Trokuti AKL i CNM su sli¢ni
(YAKL =94CNM).

Oznacimo li duljine stranica CN i CM s 2x i 3z, povrsinu P trapeza mozemo prikazati
kao razliku povrsine kvadrata ABCD i ¢etiri trokuta AKL, BMK, CNM, DLN.

(4 boda)



D 6-2x N 2x C

3
3x
L
3 M
6-3x
A 2 K 4 B

3-2 4-(6—-3z) 3z-2x 3-(6-—2x)

P = 36— 27—
50 2 2 2 2
= —32%+ 9z +12.
(8 bodova)
Kvadratna funkcija f(z) = —32° + 92 + 12 poprima maksimum za = = =) =3
(6 bodova)
9 3 75
Dakle, Pmax:_31+9§+12zz (2 boda)

. 3\* , 75 .. 75
(i iz f(z) = -3 (:U - 5) tT slijedi Ppax = Z)



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

3. razred — srednja skola — B kategorija

23. veljate 2009.

Zadatak B-3.1. (20 bodova) Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je ¢, a duljina

3
simetrale jednog od $iljastih kutova je CT Kolike su duljine kateta?

3
Prvo rjesenje. Iz slike imamo a = ccos2z = CT COS . (3 boda)

A ¢ B
Iz dobivene jednakosti dobivamo jednadzbu v/3 cos 2z = cos z ili nakon sredivanja
2v/3cos2z —cosx — /3 =0. (6 bodova)
Njena rjeSenja su cosx = =y icosx = —5 (ovo drugo rjesenje ne odgovara jer je
x < 90°). (6 bodova)
3 3
Iz cosz = > dobivamo duljine kateta g i %— (5 bodova)

Drugo rjesenje. Povrsina trokuta ABC' je jednaka zbroju povrsina trokuta BC'D i BDA.
Uz a = ccos2x i b = csin 2x dobivamo:

cV/3 cV/3
a+ - —— c. —

b
%: 23 sinx + 23

sin x,

i nadalje

2

) 3 . 3 .
2 sin 2z cos 2x = ¢ -73111:1:(:082:1:—1—02-751113:.

(6 bodova)

Dijeljenjem s ¢?, uz sin 2z = 2sin z cos z, dobivamo

sin z(cos 2z + 1 — 2v/3 cos x cos 2z) = 0.



Kako je sinx # 0 imamo jednadzbu

cos 2z + 1 — 2v/3 cos z cos 2z = 0 tj. 2 cos? z — 2v/3 cos z cos 2z = 0.

(6 bodova)
Buduéi je cosx # 0 dobivamo jednadzbu iz prvog rjesenja. (8 bodova)
Zadatak B-3.2. (20 bodova) Rijesi nejednadzbu
log, 2 - log,, 2 - log,(16x) < 1.
Rjesenje. Da bi nejednadzba imala smisla mora biti zadovoljeno
i 1
x>0, xz#1 i x7é§ (1)
Sada imamo:
! log,(162) < 1
. . O x
log, log,(2x) &2 ’
1 1
. (441 < L
logoz 1+ logyx (4 + log, 7)
(5 bodova)
Uz supstituciju
10g2 T = ta (2)
dobivamo
4+1
< 1
t(1+1)
4 — ¢
< 0
t(1+1)
(7 bodova)
Rjesenje ove nejednadzbe je
t € (—o00,—2) U (—1,0) U (2, c0). (3)
(3 boda)
. . 1 1
Iz (1), (2) i (3) dobivamo z € <O, Z> U <§, 1> U (4, 00).
(5 bodova)

Zadatak B-3.3. (20 bodova) Od kocke duljine brida 3 cm odsjec¢eno je svih osam vrhova,
tako da novo tijelo ima sve bridove jednakih duljina. Koliki je volumen novonastalog
tijela?



1 7/ \\
s
N ya N
\‘// N
/ \1
/ \
/ \
/ | a
. \
I y
/‘ \\ 4
s
/] N s
[ S T
L= ~
N\ p b b
4
c| b\ c
TN b=
b = c

32— V2)

Rjesenje. Iz jednadzbi b+ 2¢ = a i b = ¢v/2 dobivamo ¢ = — 5 cm.

Volumen svakog od osam tetraedara je

3
10 —
Vo € 9(10 — 7v2) -y

6 8

Volumen kocke je Vi = a® = 27 ecm?.

Konacno, volumen tijela je

V=Vik—8 Vp=063(/2-1) cm®.

Zadatak B-3.4. (20 bodova) Izracunaj zbroj

sin®1° + sin%?2° + sin?3° + ... + sin® 90°.

Rjesengje. Primjenjujuéi relaciju sin v = cos(90° — o) dobivamo:

sin? 1° = cos? 89°, sin?2° = cos? 88°, ..., sin? 44° = cos? 46°.

Odavde je

(4 boda)

(6 bodova)
(4 bodova)

(6 bodova)

(6 bodova)

sin?1° + ... + sin?44° + sin® 45° + sin? 46° + . . . 4 sin® 89° + sin? 90°

= ¢08289° + ...+ cos?44° + sin% 45° + sin? 46° + . .. + sin® 89° + sin? 90°

1
= 44-14—5—1—1:45.5.

Zadatak B-3.5. (20 bodova) Duljine visina trokuta ABC' odnose se kao v, : vy :

(14 bodova)

Ve =

6 : 2v/3 : 3, a opseg opisane mu kruznice iznosi 87 cm. Odredi duljine stranica i veli¢ine

kutova trokuta ABC.



Rjesenje. Izava:bvbdobivamoa:b:vb:va:2\/§:6:1:\/g,aizb:c:vc:vb:
3:2v3=v3:2tj.a:b:c=1:v/3:2. Nekajea=k, b=+/3k, c =2k. (4 boda)

C

Sada je

4 —a?  3KP+4K— K2 V3

COS ¥ =

2bc  2.4/3.2k2 2
odakle je a = 30°, (4 boda)
a iz
a?+c2—b K4k -3k 1
cos f = = = _,
2ac 2-1-2k? 2
slijedi 5 = 60°. (4 boda)
Odavde dobivamo v = 90°, tj. trokut je pravokutan. Polumjer opisane kruznice je r = E,
a kako je njezin opseg 87 = 2rm dobivamo r =41 ¢ = 8. (4 boda)

Iz 8 = 2k dobivamo k = 4, odnosno a = 4, b = 4+/3. (4 boda)



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B kategorija

23. veljace 2009.

Zadatak B-4.1. (20 bodova) Rijesi sustav jednadzbi (u skupu prirodnih brojeva)
AN x
y)  \y+2)
T
= 153.
(2

-1
Rjesenge. 1z <:2€) = 153 dobivamo % =153 tj. 22 — 2 — 306 = 0. RjeSenja ove
jednadzbe su xy = 18, x5 = —17. Kako trazimo samo rjesenja u skupu prirodnih brojeva,
moguce je jedino x; = 18. (10 bodova)

Prvi nacin. Sada iz prve jednadzbe imamo

<18) _ ( 18 ) N 18! _ 18!
y y+2 (18 —y)ly! (16 —y)(y+2)V
odnosno
(B8—=y)(17—y) = (y+1)(y+2)
38y = 304,
tj. y =8. (10 bodova)

Drugi nacin. 1z svojstva simetrije binomnih koeficijenata slijedi

yty+2==x
iz cega je y = 8.
Zadatak B-4.2. (20 bodova) U jednakokratnom trokutu ABC' (|AC| = |BC) tocka
D je poloviste baze AB, duzina DFE je visina trokuta DBC', a M poloviste duzine DE.
Dokazi da su pravci AE i C'M medusobno okomiti.
Rjesenge. 1z slike imamo:
— —_— = — —_— —
AE=AB+BEiCM=CD+ DM.
Dovoljno je pokazati da je skalarni produkt vektora AEiCM jednak nuli. (5 bodova)



E
M
A D B
—_— = —_— = —_— =
AE-CM = (AB+ BE)-(CD + DM)
AB-CD+BE-CD+ AB-DM + BE - DM
= 7.0 + . + . + ;0

—_— = — P —_— —_— —_—
= CD-(BD+ DE)+ DM - (2DB) = (uz 2DM = DE)

_— == = = = ——
= CD-BD+CD-DE+ DFE-DB
=0
—_— —

—_— = —
— DE-(CD+ DB)=DE-CB=0.

(15 bodova)

Zadatak B-4.3. (20 bodova) Svaka stranica kvadrata, duljine a, podijeljena je u omjeru
1:z (x > 1). Dobivene tocke su vrhovi novog kvadrata upisanog polaznom. Isti postupak
se nastavlja sa svakim novim kvadratom. Koliki je zbroj povrsina polaznog i svih tako
dobivenih kvadrata?

Rjesenje. Povrsina polaznog kvadrata je P, = a?;

Neka je |AH| = |EB| = k. Tada je |AE| = |BF| = kx. Bududi je |AE|+ |EB| = a dobije

sekr+k=atj k= e Stranicu as = |E'H| nalazimo pomoéu Pitagorinog poucka
x

t.

a*(z* +1)

,  a*(z®+1)
2 (z41)27
,  a*(@*+1) (2*+1) a*(a®+1)°

TP @l (@)
Postupak se analogno nastavlja. (8 bodova)

Povrsina upisanog kvadrata je P, = a

Povrsina novog upisanog kvadrata je P3 = a

Zbroj povrsina svih kvadrata je



kx

a?(z?+1) d*(2*+1)*  a*(2*+1)3

P =a? .
B N e N FE S
(4 boda)
Trazeni zbroj povrsSina je suma geometrijskog reda s kvocijentom
2 2
e+ 1 e+ 1 <1 radi ¢ 4 k .
= = , radi cega red konvergira.
1 (x+1)2 a242x+1 & &
(3 boda)
Kako je prvi ¢lan jednak a?, trazena povrsina je jednaka
2 2 1)2
P P (RSl
1—g¢q e +1 2x
1— = -
(x+1)2
(5 bodova)

Zadatak B-4.4. (20 bodova) Veli¢ine kutova a < < ~ trokuta uzastopni su ¢lanovi
aritmetickog niza, a duljine njegovih stranica su a, b, c. DokaZi jednakost (a + ¢)? =
b* + 3ac.

Rjesenje. Kako su kutovi trokuta «, [3,~ uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza, vrijedi

p= a —2i_ <, (5 bodova)

Suma kutova trokuta je a4 3 4 v = 180°, iz cega slijedi 3 + 20 = 180° tj. 8 = 60°.
(5 bodova)

Primijenimo sada poucak o kosinusu:

b =a® + ¢® —2accos B = a® + ¢ — 2accos60° = a® + ¢ —ac tj. a®+c* =b +ac
(5 bodova)
Tada je (a + ¢)* = a® + 2ac + ¢* = b* + 3ac. (5 bodova)

Zadatak B-4.5. (20 bodova) Pravac kroz ishodiste sijece pravce dane jednadzbama
r+y—1=0,z—y—1=0utotkama A1 B. Odredi geometrijsko mjesto polovista
duzina AB.

Rjesenje. Jednadzba pravca koji prolazi ishodistem je y = kx.



Sjeciste tog pravca s pravecem x + y — 1 = 0 dobivamo rjeSavanjem sustava jednadzbi

y = kuz, y=—z+ 1

1 k
jeciste je tocka A [ ——, —— ).
SjeciSte je tocka <1+k’1+k>

Sjeciste s pravcem x — y — 1 = 0 dobivamo rjesavanjem ovog sustava jednadzbi

y = kux, y=ux— 1.
1 k
D jeciste je B | ———, —— |.
rugo sjeciste je (1—k71—k‘)

Poloviste duzine AB je

1 1 k k

2 2

pl ek 1=k Tk Tk | _p( Lk
’ e 1-)

1 ok
11— T 1
y

Koordinate tocke P su x =

y=-x+1 5

Promatrajmo sada razliku 22 — y?:

s 1—k 14k 1

r -y :(x_y>(x+y):1_k2'1_k2:1_k2:x'

Dobili smo jednadzbu 22 — 2 — 3> =0

2
1
koju mozemo preurediti u <x — 5) —yt = T

Trazeno geometrijsko mjesto tocaka je hiperbola dana ovom jednadzbom.

(5 bodova)

(3 boda)

(5 bodova)

(3 boda)

(4 boda)



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo

(20)

(20)

DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

Pula, 30. ozujka 2009.

"Tomislav i ja”, rece Kresimir, "mozemo zavrsiti posao za 20 dana”. No, ako bih
7 ) )
radio s Ivanom posao bismo obavili za 5 dana ranije.”

”Imam bolju kombinaciju!” rec¢e Ivan. Ako bih radio s Tomislavom zavrsio bih posao
za petinu vremena prije nego da radim s Kresimirom.”

Za koliko bi dana svaki od njih zavrsio posao sam, a za koliko bi ga dana zavrsili
radeéi svi zajedno?

Rijesi nejednadzbu

1|9 — 2| — | + 22| < 2009.

Duljina osnovice jednakokracnog trokuta ABC je 12 cm, a duljina kraka je 10 cm.
Tocke P 1@ su polovista krakova AC'1 BC, a S i R su njihove ortogonalne projekcije
na AB. Odredi udaljenost nozista okomica iz tocaka P i R na spojnicu SQ.

Akojea® +b* =1,c* +d*> =11 ac+ bd =0, koliko je ab + cd?

Ako realni brojevi z, y zadovoljavaju uvijet 2z+4y = 1 dokazi nejednakost 2 + y* > 20"



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske

Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo

(20)

(20)

DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

2\ 99
Za kompleksne brojeve z, w takve da je |z| = |w| = |z — w| izracunaj (—) .
w

Dani su realni brojevi 0 < a < b. Odredi sva rjesenja nejednadzbe

a <9

+

z—b xz—a

U pravokutnom trokutu ABC' tocka D je noziste visine spustene iz vrha C' na
hipotenuzu AB, tocka £ je poloviste duzine C'D, a tocka F je sjeciste pravaca AE
i BC. Ako je |AD| =41 |BD| =9, odredi duljinu duzine AF.

Tocke A, B i C' leze na istom pravcu i B je izmedu A i C. S iste strane pravca AC
konstruirane su tri polukruznice promjera |AB| = 2R, |BC| = 2r i |AC|. Odredi
polumjer kruznice koja dodiruje sve tri polukruznice.

Nadi sva rjeSenja jednadzbe |z |[{z} = 2009z, gdje je || najvedi cijeli broj koji nije
veéiod z, a {z} =z — |z].



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo
DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

1. Nadi sva realna rjesenja jednadzbe
(20)

423 — V1 — 22 — 32 = 0.

2. Zarealan broj a > 0, a # 1 dana je funkcija
(20)

f(z) =log, x + log,. x.

U zavisnosti o parametru a nadi sva rjeSenja jednadzbe

flz+a*—a) =2f(z).

3. Izracunaj zbroj

sin 1 sin 1 sin 1 sin 1

cos( - cos 1 * cos1-cos?2 * cos?2 - cos3 T cos 2008 - cos 2009

4. Medusobna udaljenost sredista sfera polumjera Rir (r < R) jednaka je a (R—71 <
(20) a< R+r).

a) Izrazi obujam V pravilnog kruznog stosca, opisanog oko ovih sfera, u zavisnosti
o parametrima a, R i r.

b) Izrac¢unaj volumen stosca ako je R =10, r =61ia = 8.

5. Dvije jednake sahovske ploce (8 x 8 polja) imaju zajednicko srediste i jedna potpuno

(20) prekriva drugu. Jedna od njih se zarotira oko sredista za 45°. Odredi povrsinu
presjeka svih crnih polja jedne ploce sa svim crnim poljima druge ploce ako je
povrsina jednog polja jednaka 1.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo
DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja Skola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

1. U rastuéem aritmetickom nizu umnozak drugog i tre¢eg ¢lana je 3, a umnozak tre¢eg
(20) i petog je —3. Koliko prvih ¢lanova niza treba zbrojiti da bi zbroj bio minimalan?
Koliki je taj zbroj?

17
2. U Kartezijevom koordinatnom sustavu zadane su tocke A (—7, 0) , B(2,0), C(—1,0).

20 S
(20) Nadi sve tocke pravca y = x — 3 iz koje se duzine AC' i BC vide pod istim kutom

razli¢itim od nule.
3. Koliki su minimum i maksimum funkcije

sin2x—sina:—|—17

sin?z +sinz+1°

Za koje x € [0, 27| funkcija poprima minimalnu, a za koje maksimalnu vrijednost?

4. Nadi formulu za zbroj
(20)

3 4 ) n+2

S, — |
U243 A43i4d 3445 T AT D+ (12

Pokazi da niz zbrojeva konvergira i odredi mu limes!

5. Kocka ABCDA'B'C'D’ presjecena je ravninom koja sadrzi prostornu dijagonalu
(20) kocke BD' i ima najmanju mogucéu povrsinu presjeka s kockom. Koliki je kosinus
kuta izmedu te ravnine i ravnine ABC'D?



DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

Zadatak B-1.1. (20 bodova) ”Tomislav i ja”, re¢e Kresimir, "mozemo zavrsiti posao za
20 dana”. No, ako bih radio s Ivanom posao bismo obavili za 5 dana ranije.”

"Imam bolju kombinaciju!” rece Ivan. Ako bih radio s Tomislavom zavrsio bih posao za
petinu vremena prije nego da radim s Kresimirom.”

Za koliko bi dana svaki od njih zavrsio posao sam, a za koliko bi ga dana zavrsili radeci

svi zajedno?

Rjesenje. Oznacimo s x, y, z, tim redom, broj dana za koje bi posao obavili Tomislav,

Kresimir, Ivan. Ako ukupni posao ozna¢imo s 1 onda je —, —, — dio posla koji bi obavili,
x z

tim redom, Tomislav, Kresimir, Ivan, za jedan dan. Prema uvjetu zadatka imamo sljedece
jednazbe:

(1,1 _ 1
r oy 20
1
y =z 15
R
Lz oz 12

Treba rijesiti ovaj sistem linearnih jednadzbi.

Zbrajanjem ovih triju jednadzbi, nakon sredivanja, dobivamo

L1, 11
r oy oz 10

1
Radeéi zajedno u jednom danu bi obavili 0 ukupnog posla, tj. cjelokupan posao bi

obavili za 10 dana.

Sada imamo:

1 1 1 N 1 1 1 1 . 30

—_ = — — —_ —_ = — — — = — . xr = .

+ 10 \y 2)"10 15 30 "
Slicno se dobiva y = 60, z = 20. Dakle, Tomislav bi obavio cjelokupan posao za 30,
Kresimir za 60, a Ivan za 20 dana.



Zadatak B-1.2. (20 bodova) Rijesi nejednadzbu
1119 — x| — z| + 22| < 20009.

Rjesenje. Da bismo rijesili ovu nejednadzbu moramo rijesiti sljedece dvije jednostavnije
nejednadzbe:

—2009 < |19 — z| — z| + 22 <2009, tj.
—2009 — 2z < [|9 — x| — x| <2009 — 2z.
Moramo promatrati dva slucaja:
1° 9—2<0 tj. z2>9,
2° 9—2>0 tj. x<09.

1° U ovom slu¢aju imamo:

—2009 — 2z < |z — 9 — 2| <2009 — 2z,
—92018 < 22 < 2000,
—1009 < z <1000,

odakle imamo z € [9, 1000]
2° Sada je

—2009 — 2x < |9 — 2z| <2009 — 2z,
pa imamo ova dva slucaja:

9 9
2°%a 9—2x§0tj.x2§ tj. xe{§,9>,

9
2°b 9—2z >0 tj. x<§.

2°a

—2009 — 27 < 2z — 9 < 2009 — 2,
—2000 < 4z < 2018,

1
500 <z < —
ST > 5
) 9
odakle je x € {§,9>.

2°b

—2009 — 22 <9 — 22 < 2009 — 2z tj. — 2018 < 2000.

9
Kako je ova nejednakost uvijek zadovoljena dobivamo x € <—oo, §> )

Konacno rjesenje je x € (—oo, 1000].



Zadatak B-1.3. (20 bodova) Duljina osnovice jednakokracnog trokuta ABC je 12 cm, a
duljina kraka je 10 cm. Tocke P i @ su polovista krakova AC i BC, a S i R su njihove
ortogonalne projekcije na AB. Odredi udaljenost nozista okomica iz toéaka P i R na
spojnicu SQ.

— 1
Rjesenje. Duzina PQ) je srednjica trokuta ABC pa je |PQ| = §|AB| =6 cm.

|

|

|

|

|
5
N

A

Tocka D je poloviste stranice AB. Primjenom Pitagorinog poucka imamo

|CD| = +/|BC|? — |[BD|?> = v/100 — 36 = 8 cm.
Tocka @ je poloviste kraka BC pa je |BQ| = |CQ| = 5 cm.

]CD] |BD| 2 . |C'D|
P22 oqakl =y

OR| ~ [BR| 1 odakle je |QR)| 5

cm. Cetverokut SRQP je pravokutnik i |[SR| = |PQ| = 6 cm. Duljina njegove dijagonale

je

Iz slicnosti trokuta BDC i BR(@) imamo ——

1SQ| = /|SR|? + |QR|? = /36 + 16 = 2/13.

1 , Psror  |SR|-|QR| 12 1213
1o P = g Pongr fmamo [RN| = [PMI = T4 = =gt = 755 = 13

144 8v13
Nadalje, po Pitagorinom poucku je |[NQ| = v/|QR|?> — |RN|2 = 1/ 16 — 5 \/_

13
10\/_
13

Radi simetrije je |SM| = [NQ| pa imamo |MN| = |SQ| —2|NQ| =
10v/13
cm
13

Trazena udaljenost nozista je |M N| =
Zadatak B-1.4. (20 bodova) Ako je a®> +b* =1, * + d* = 1 i ac + bd = 0, koliko je
ab + cd?

Prvo rjesenje. Kako je a®> + b*> = 1 ne mogu istovremeno a i b biti jednaki 0. Neka je

a # 0.

bd
Iz trece jednakosti imamo ¢ = ——. Tada je
a

2 72 d2 2 b2 d2
1:02+d2_%+d2 #:_2
a a a



odakle imamo a? = d?. Sada je

2
ab+cd:ab—%:é(a2—d2)20.
a a

Drugo rjesenje. Dobivamo

0 = (ac+ bd)(ad+ bc)

a*cd + abe® + abd? + b*cd
ab(c® + d?) + cd(a® + b?)
= ab+cd.

Zadatak B-1.5. (20 bodova) Ako realni brojevi x, y zadovoljavaju uvjet 2x + 4y = 1
dokazi nejednakost 2 4 y* > —

— 20
. . . 1 —4y .
Prvo rjesenje. 1z dane jednakosti imamo x = . Tada je
2 4 2 1 1 —4y ’ Ty 1
x - — = - —
Y7o 2 Y "o
1—10y + 25> 1 9
= =—(1-"5y)° >0,
. F(1=5y)" 2
odakle se dobiva trazena nejednakost.
S . C — 4y . :
Drugo rjesenje. Kao i u prvom rjesenju imamo x = . Dalje redom imamo:
2 2 1 -4y ? 2 2 1
r+y = 5 +y =5y —2y—i—zl

2 1 1 1\° 1
= 5(yY—Zy+—)+-—-=5[y— - —.
(y 5y+25> 20 (y 5> i

Odavde slijedi trazena nejednakost.



DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja $kola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

Zadatak B-2.1. (20 bodova) Za kompleksne brojeve z, w takve da je |z| = |w| = |z — w|
99
izracunaj <i> .
w
Prvo rjesenje. Stavimo u = 2ozt yi. Tada je |u| =1, |[u — 1] = 1.
w

Tadaje x> + 4> =1, (r — 1) +¢y* = 1.

1 3
Oduzimanjem ovih jednakosti dobivamo z = 3 ¥= iT, paje u = 5 + gz

Sada je

4733 33
99 1 1
i R T —j:ﬁi — _i?,_\/ﬁi_ng?)\/gi = (-1)® = —1.
8 8 8 8

Drugo rjesenje. Dijeljenjem dane jednakosti |z| = |w| = |z — w| s |w| dobivamo
HESE
w w
Oznacimo li u = — imamo lu| =1, |lu—1] = 1.
w

Tadajeuw-u=11i(u—1)(u—1)=1.

. 1 (u—1)2 L,
Odavdejel=(u—1)(——1) =— , a nakon sredivanja u* = u — 1.
u

u
MnozZenjem ove jednakosti s  imamo u?® = u? — u = —1.
Sada imamo u® = (u?)* = (-1)% = —1.

Dakle, <5)99 =—1.

Zadatak B-2.2. (20 bodova) Dani su realni brojevi 0 < a < b. Odredi sva rjesenja
nejednadzbe

a
+ < 2.
r—b xz—a

Prvo rjesenje. Sredivanjem dane nejednakosti dobiva se

—22% + (3a + 3b)z — (a + b)?
= —a)(z—0) = 0.




a+b

Buduc¢i da su nultocke brojnika 1 = a+0, o = , a nazivnika z3 = a, x4 = b te kako

vrijedi

a+b

a < <b<a+bd

mozemo skicirati grafove funkcija y; = —22% + (3a + 3b)z — (a + b)?, odnosno,

Yo = (x —a)(x —b)
K(N)(Xb)/ﬂ
a atb /b ath x
2

= —Z(x— #)(x—a—b)

Kako izraz mora biti < 0 promotrimo gdje su grafovi sa suprotnih strana z-osi. Pri tome
je x # a, x # b. Dakle,

a+b
2

xe<—oo,a>u[ ,b>u[a+b,oo>.

Drugo rjesenje. Sredivanjem dane nejednakosti dobiva se

—22% + (3a + 3b)xr — (a + b)? <0
(x —a)(x — D) -
Moramo promatrati sljedeca dva slucaja:
10

—22% 4+ (3a + 3b)x — (a +b)* <0
(x—a)(z—=0b) > 0

Rjesenja jednadzbe —222 + (3a + 3b)x — (a+b)?> =0sux; =a+b, 15 = a ; b‘

b
Rjesenje prve nejednadzbe je x € <—oo7 %] Ula + b,00), adruge x € (—o0, a)U(b, co)

b
KakojeO<a<bimamoa<%,b<a+b, pa se dobiva x € (—o0,a) U [a + b, 00).



20

—22% + (3a+3b)r — (a+b)* >0
(x—=5b) < O

(z —a) )

b
,a—i—b], a druge z € (a,b).

Rjesenje prve nejednadzbe je z € {a
S . i . a+b
Rjesenje sustava nejednadzbi pod 2° je x € — b).

a+b
2

Rjesenje polaznog sustava nejednazbi je z € (—oo, a) U [ ,b> Ula+b,00).
Zadatak B-2.3. (20 bodova) U pravokutnom trokutu ABC' tocka D je noziste visine
spustene iz vrha C' na hipotenuzu AB, totka E je poloviste duzine C'D, a tocka F' je
sjeciste pravaca AE 1 BC. Ako je |[AD| =41 |BD| =9, odredi duljinu duzine AF.
Rjesenje. 1z jednakosti |ODJ* = |AD| - |BD| za pravokutan trokut ABC' dobivamo
|CD| = 6, a kako je E poloviste duzine C'D, imamo |DE| = 3. Iz pravokutnog trokuta
AED je |AE| = 5.

B G F C

Neka je G tocka na stranici BC takva da je DG || AF. Kako je EF srednjica trokuta
CDG, uz |EF| = z vrijedi | DG| = 2x.
|AF| _|AB| . 5+x 13

Iz sli¢énosti trokuta AF'B i DGB slijedi jednakost DG| ~ DB 5= odakle
: 5 . 130
jew =, Konacno je |AF| = T

Zadatak B-2.4. (20 bodova) Tocke A, B i C' leze na istom pravcu i B je izmedu A i C.
S iste strane pravca AC' konstruirane su tri polukruznice promjera |AB| = 2R, |BC| = 2r
i |[AC|. Odredi polumjer kruznice koja dodiruje sve tri polukruznice.

Rjesenje. Neka je S srediste kruznice, polumjera x, koja dodiruje tri polukruznice i neka
je d njezina udaljenost od pravca AC.

Neka su S;, Sy, S5, tim redom, polovista duzina AB, BC, AC.

Sa slike dobivamo:



[5153] = [ASs| —|AS|[=(R+r)-R=r,

‘SQS?,’ = |CS$|_|CSQ‘ = (R+T)—T:R,
151S] = R+u,

|SQS| = T+I‘,

|535| = |33M|—|SM|:R+’I“—QZ

Povrsine trokuta S1.553 1 5159, izrazit ¢emo pomoc¢u Heronove formule i pomocu osnovice
1 visine na nju:

VR+71R(r—z)x = %rd,
V(R+r+z)Rre = %(R—l—r)d.

Kvadriranjem ovih jednadzbi i dijeljenjem jedne s drugom, nakon sredivanja, dobiva se

Rr(R+r)
r=——"".
R? + Rr +r?

Zadatak B-2.5. (20 bodova) Nadi sva rjesenja jednadzbe |z |{z} = 2009z, gdje je |z]
najvedi cijeli broj koji nije veéi od z, a {z} =2z — |z].
Rjesenje. Ocito x = 0 zadovoljava jednadzbu.
Zax>0je0< |z| <z 0<{zr} <1, paje|z]{z} <2 <2009z. U ovom slucaju nema
rjesenja.
Zax <0jex=—p+a, gdje je p= —|x| prirodan broj, a « = {x}. Jednadzba sada
glasi

(=p) - = (=p+a)- 2009,

e 2009p
¢ije rjesenje je « = ———.
2009 +p
2009 2009 2009
Kako je a < 1, imamo W—fp <1tj. p< 2008 Zatojep =1, a= 5010 odakle je
1
~ 20107

1

Dakle, j 7ba i ieSenja: = -
akle, jednadzba ima dva rjesenja: x =0, = 5010



DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

Pula, 30. oZujka 2009.

Zadatak B-3.1. (20 bodova) Nadi sva realna rjesenja jednadzbe

403 — /1 — 22 — 32 = 0.

Prvo rjesenje. Napisimo jednadzbu u obliku /1 — 22 = 423 — 3.

Da bi jednadzba bila definirana mora biti 1 — 2% > 0 tj. x € [—1,1]. Zato mozemo staviti

r = sina, gdje je a € [—g, g] Sada jednadzba postaje
1 —sin?a =4sin®*a — 3sina tj. |cosal = —sin3a.

Za o € [—g, g] je cosa > 0, pa jednadzba poprima oblik

cosa = —sinda tj. sinSoz—l—sin(%—oz):O.

Lijevu stranu mozemo napisati u obliku produkta:

T T
30z+§—04 30(—54—04
2sin ——%— . —= =0 tj.
sin 5 cos 5 ]
T T
i ™Y - cos (2 ——):0
sm<a+4> Cos(a 1

Imamo dvije moguénosti:
T
1°sin (a+ 2) =0
sin |« + 1
Opce rjesenje ove jednadzbe je a = —% + krm, k € Z;

v
90 @ ——>:0
COS « 4

e . , . 3r  km
Cije je opce rjesenje o = 3 + R ke Z.
T s T 3w
Jednadzba ima tri rjeSenja u int 1[--,@:--,——,—<
ednadzba ima tri rjeSenja u intervalu 53 1 3 3

Rjesenja polazne jednadzbe su:

. ( ﬂ) V2
= S —_—— —_— e —
T in 1 5



T
3T 1
T3 sm(8) 5V +2

Drugo rjesenje. Jednadzbu zapisimo u obliku /1 — 22 = 42® — 3xz. Da bi ona bila
definirana mora biti 1) 1 — 22 >0, 2) 42® — 3z = 2(2x — V/3)(2z +v/3) > 0.

3 3
Prvi uvjet je zadovoljen za x € [—1, 1], a drugi za = € [—g, O] U [\/7_, oo>.

Oba uvjeta su zadovoljena za = € [—?, O] U [?’ 1]

Kvadriranjem jednadzbe i sredivanjem dobivamo

162° — 242 + 1022 — 1 = 0.

Uz supstituciju ¢t = z? imamo 16£> — 24t? + 10t — 1 = 0. Faktorizacijom dobivamo

(2t — 1)(8* — 8t + 1) = 0.
Jednadzba se svodi na sljedeée dvije:

V2
5

1
1) Rjesenje jednadzbe 2t — 1 =0 je t = 3 Zadovoljava samo x; = —

24++2

2) Rjesenja kvadratne jednadzbe 8> — 8t + 1 = 0 su t = 1 Odavde se dobije

1/ 1 1/
xr = i§ 2 + /2. Zadovoljavaju samo rjeSenja z, = > 24+V2ixs = ) 2 — /2.

Time su dana sva tri rjeSenja polazne jednadzbe.

Zadatak B-3.2. (20 bodova) Za realan broj a > 0, a # 1 dana je funkcija

f(x) =log, x + log,2 x.

U zavisnosti o parametru a nadi sva rjesenja jednadzbe
f(x+a*—a)=2f(z).
Rjesenje. Da bi jednadzba imala rjeSenje moraju biti zadovoljeni sljede¢i uvjeti:
a>0, a#1l, x>0, x>a—ad.

1 1 3
%8al _ 3 log, z zadana funkcija je f(x) = 5 log, .

Kako je log,. x =
log,, a?



Iz f(z + a®* — a) = 2f(z) dobivamo

3 3
3 log, (v +a*—a) =2- 5 log,z tj. log,(x + a® — a) = log, 2*. (1)

Iz logaritamske jednadzbe (1) dobivamo kvadratnu jednadzbu 22 — x + a — a? = 0.

Rijesimo ju faktorizacijom:

O=2’-a’—(z—a)=(r—a)(z+a)—(z—a)=(zr—a)(z+a—1).
Njezina rjesenja su r1 = a, ro = 1 — a.
Prvo rjesenje ima smisla za svaki pozitivan a osim za a = 1, a drugo za a € (0, 1).
Naime, za x; = a imamo a > a — a® tj. a® > 0, §to je istinito za svaki a.

Za 9 > 0 dobivamo 1 —a > 0, odnosno a € (0,1) i za z9 = 1 —a mora biti 1 —a > a — a*
tj. (a —1)*> > 0 pa je = za dopustene a uvijek definiran.

Zadatak B-3.3. (20 bodova) Izrac¢unaj zbroj

sin 1 sin 1 sin 1 sin 1

cos( - cos 1 + cos1-cos?2 + cos?2 - cos3 et cos 2008 - cos 2009

sin 1

Rjesenje. UoCimo n-ti ¢lan izraza i preuredimo ga

cos(n — 1) cosn

sin 1 _ sinfn — (n —1)]

cos(n —1)cosn ~ cos(n—1)cosn

sinncos(n —1)  cosnsin(n — 1)

cos(n — 1)cosn  cos(n — 1) cosn
= tgn—tg(n—1).

Sada zbroj postaje

tgl —tg0+tg2—tgl+...4+tg2008 — tg 2007 + tg 2009 — tg 2008
= tg2009 — tg 0 = tg 2009.

Zadatak B-3.4. (20 bodova) Medusobna udaljenost sredista sfera polumjera R ir (r <
R) jednakajea (R—r<a < R+r).

a) Izrazi obujam V pravilnog kruznog stosca, opisanog oko ovih sfera, u zavisnosti o
parametrima a, R ir.

b) Izra¢unaj volumen stosca ako je R =10, 7 =61a = 8.



Rjesenge. a) Neka je polumjer osnovke stosca |BD| = x, a visina |CD| = y. Tocke E i F

su na duzini BC, T na PF i ¢etverokut QT FE je pravokutnik.

L . : QC| _ |PQ)
Iz sliénosti trokuta QEC i PT'Q) imamo —— = ——, a odavde
|QE|  |PT]

y—R—a  a

Nakon sredivanja dobivamo

o . : |BD| _ |PT]
Iz sliénosti trokuta BDC' i PT'() imamo = ——, odnosno
|CD| QT
r R—r
y a2 —(R—r)?
R—
Iz (1) i (2) dobivamo z =y - ! tj.
a?— (R —r)?

a+R-—r
=R\/|———.
‘ a—R+r

V_x27r-y_ R¥(a+ R—r)*m
3 3R-nr)a—R+71)

Iz (1), (2) i (3) imamo

b) U specijalnom slu¢aju za R = 10, r = 6, a = 8 dobivamo V' = 3000.

Zadatak B-3.5. (20 bodova) Dvije jednake sahovske ploce (8 x 8 polja) imaju zajednicko
srediste i jedna potpuno prekriva drugu. Jedna od njih se zarotira oko sredista za 45°.
Odredi povrsinu presjeka svih crnih polja jedne ploce sa svim crnim poljima druge ploce

ako je povrsina jednog polja jednaka 1.



Rjesenje. Oznacimo:

— See - zbroj svih zajednickih povrsina crnih polja gornje i donje ploce,

— Sg - zbroj svih zajednickih povrsina crnih polja gornje i bijelih polja donje ploce,
— Spe - zbroj svih zajednickih povrsina bijelih polja gornje i crnih polja donje ploce,

— Sy - zbroj svih zajednickih povrsina bijelih polja gornje i donje ploce.

X
N NAN

A XK
RN

NN
\><></

Tada vrijedi S = S.. + Sep + Spe + Swp, gdje je S povrsina pravilnog osmerokuta koji je
presjek dviju ploca.

Nazovimo polozaj ploca na slici po¢etnim.
Ako zarotiramo gornju ploc¢u za 90° oko njezinog sredista, crna polja te ploce ¢e doé¢i na
mjesta njenih bijelih polja iz pocetnog polozaja, pa je See = Spe 1 Sep = Spp-

Ako zarotiramo donju plocu za 90° oko njenog sredista, njena crna polja ¢e doé¢i na mjesta
njenih bijelih polja iz pocetnog polozaja, pa je S.. = Sa, Spe = Spp tj.

1
See = Sep = Spe = Spy odnosno S, = ZLS'

Nadalje, povrsina osmerokuta je jednaka povrsini kvadrata (Sahovske ploc¢e) umanjene za
cetverostruku povrsinu odsjecenog trokuta, tj. S = 64 — 4P.

Odsjeceni trokut je pravokutan jednakokracan trokut, pa je njegova baza jednaka dvostrukoj
visini, tj. a = 2v.

—a

= 4(v/2 - 1).

Ako s d ozna¢imo duljinu dijagonale sahovske ploce, visina trokuta je v =

Povrsina trokuta je P = % — 02 = 16(3 — 2V/2).

Dakle, S = 64 — 4P = 128(v/2 — 1).
Konacno je S,. = 32(v/2 — 1).
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Zadatak B-4.1. (20 bodova) U rastuéem aritmetickom nizu umnozak drugog i treceg
¢lana je 3, a umnozak treceg i petog je —3. Koliko prvih ¢lanova niza treba zbrojiti da bi
zbroj bio minimalan? Koliki je taj zbroj?

Rjesenje. Clanove niza ¢emo prikazati pomoéu prvog ¢lana a; i razlike niza d.

Prema uvjetu zadatka imamo ove dvije jednadzbe:

(a1 +d)(ay +2d) = 3,
(a1 4+ 2d)(a; +4d) = -3.

Zbrojimo li ove dvije jednadzbe, nakon sredivanja, dobivamo homogenu kvadratnu jed-
nadzbu 2a? + 9a;d + 10d*> = 0. Dijeljenjem s d*> dobivamo kvadratnu jednadzbu

2
2(2) +9. % L q0=0.

d d
5 5
Njezina rjesenja su % = -2 % =5 Dobivamo a; = —2d, a; = —§d.
Prvo rjesenje a; = —2d nema smisla jer uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo —d-0 =
3!
5

Za a; = ——d iz prve jednadzbe dobivamo d = 4+2. No, d = —2 ne zadovoljava jer niz
mora biti rastuéi. Za d = 2 dobivamo a; = —5.

Zbroj prvih n ¢lanova niza je

Sn:E<a1+an):g(a1+a1+(n—1)d):n2—6n:(n—3)2—9.

2
Minimum za S,, dobiva se za n = 3 1 on iznosi Sy, = —9.
ce 1. . . . . a + 4d
Napomena. Podijelimo li drugu jednadzbu s prvom, dobivamo d = —1, odakle se
ay
5
dobiva a; = _ﬁd’ i dalje nastavlja kao gore.

Zadatak B-4.2. (20 bodova) U Kartezijevom koordinatnom sustavu zadane su tocke

1 —
A <—?7,0), B(2,0), C(—1,0). Nadi sve tocke pravca y = x — 3 iz koje se duzine AC' i

BC vide pod istim kutom razli¢itim od nule.

Prvo rjesenje. Neka je T' trazena tocka. Njene koordinate su T'(z,r — 3). Bududi da su
kutovi 4 CT A i ¢ BTC jednaki, duzina T'C' lezi na simetrali kuta <t BT A. Iz teorema o



simetrali kuta imamo omjer |AT| : |BT| = |AC| : |BC|. Uvrstimo li koordinate tocaka
imamo

Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo jednadzbu z? — 7z = 0, ¢ija su rjeSenja x; = 0,
x9 = 7. Odgovarajuce ordinate su y; = —3, yo = 4.

Dakle, trazene tocke su 17(0, —3) i T»(7,4).

Drugo rjesenje. Neka je T trazena tocka. Njezine koordinate su T'(z,y) = T'(z,x — 3).

Koeficijent smjera pravca 1175, ¢ije su koordinate T'(z1,y1), T(x2, y2), je krym, = 270
To — X1
U nasSem slucaju imamo:
i _r—=3  2x-3) _r—3 i _r—3
AT — 17_2x+177 BT—I—27 C’T_x_i_l‘
T+ —
2
. o : - ko — ky
Za kut « izmedu pravaca s koeficijentima smjerova ky, ko vrijedi tga = Tl a kako
1R2

je $CTA = 4 BTC dobivamo

kor —kar _ kpr — kor
1+kCT'kAT 1+kBT'kCT'
Uvrstimo li vrijednosti za kar, kpr, kor dobivamo

r—3 2(x-3) r—3 -3
z+1 20 +17 _ x—-2 x+1
r—3 2(x—3) r—3 x—3°
. 1+ .
r+1 2x+17 r—2 z+1

1+




5(r—3) r—3
422+ Tx+35 222 —To+7
Jedno rjesenje ove jednadzbe je z = 3, a pripadna ordinata je y = 0. U ovom slucaju se
duzine AC i BC vide pod kutom jednakim nuli, §to ne ocigovara uvjetu zadatka. Zato

Sredivanjem dvojnih razlomaka dobit ¢emo

mozemo dijeliti s x — 3 1 dobivamo A2 +Tr+35 202 —To 47

Nakon sredivanja dobivamo z(x — 7) = 0. Rjesenja ove jednadzbe su x; = 0, x5 = 7, a
odgovarajuce ordinate su y; = —3, ys = 4.

Dakle trazene tocke su T3 (0, —3), T»(7,4).

Zadatak B-4.3. (20 bodova) Koliki su minimum i maksimum funkcije

sin2x—sina:+1?

sinx +sinz + 1

Za koje x € [0, 27| funkcija poprima minimalnu, a za koje maksimalnu vrijednost?

1\ 3
Rjesenje. Uocimo da je nazivnik jednak (sinx + 5) + 1 > 0 pa je y definiran za svaki

realan broj x. Dobivamo

(y —1)sin’x + (y + 1)sinz +y — 1= 0. (1)

Da bi ova kvadratna jednadzba, po sinzx, imala realna rjeSenja, njezina diskriminanta
mora biti nenegativna tj.

D=(y+12—4(y—1°>0 tj. (3—y)@By—1)>0.

1 1
Odavde dobivamo 3 <y < 3, 0odnosno Ypin = 3 Ymax = 3.

1
Uvrstimo li y = 3 u (1) dobivamo kvadratnu jednadzbu (sinz — 1)? = 0 tj. sinz = 1,

T
odnosno minimum na x € [0,27] se postize za r = 5 Analogno za y = 3 dobivamo

3T
(sinz + 1)? = 0, ¢ije je jedino rjeSenje sinx = —1 pa se maksimum dostize za x = 5>

Zadatak B-4.4. (20 bodova) Nadi formulu za zbroj

B 3 n 4 n 5 L n+2
SO 20 430 2043144l 3445 T pl e (n 4+ D)+ (n 4 2)!

Pokazi da niz zbrojeva konvergira i odredi mu limes!

n



Rjesenje. Preuredimo najprije n-ti ¢lan:

n+ 2 n+2

nl+ (n+ 1)+ (n+2)!

n+ 2

n -+ 2 1

n[1+(n+1)+ (n+1)(n+ 2)]

n+1

nl(n? +4n + 4) :n!(n—|—2)2 :n!(n+2).n+1

~ n+l  (+2)-1 1 1
n+2)! (n+2)!  (+D! (n+2)
Sada imamo
g . L.o1 ot o1 L1 1
T2t 3l 3t 4 T ol (1) (1) (4 2)!
B 1
2 (n+2)N

Limes niza S, je lim

n—oo

(%_ (n—il-Q)!) - %

Zadatak B-4.5. (20 bodova) Kocka ABC'DA’'B'C'D’ presjecena je ravninom koja sadrzi

prostornu dijagonalu kocke BD’ i ima najmanju moguéu povrSinu presjeka s kockom.

Koliki je kosinus kuta izmedu te ravnine i ravnine ABC'D?

Rjesenje. Oznacimo s a duljinu brida kocke. Presjek kocke i ravnine je paralelogram
BED'F ¢&ja jedna dijagonala je prostorna dijagonala BD’ kocke. Povrsina paralelograma

je P=|D'E|-|BE|-sina, gdje je « = 4 D'EB.

Neka je x = |C"E|. Tada je |D'E| = Va? + 22, |BE| = \/a® + (a — x)2.

Koristenjem kosinusovog poucka za trokut D'BE imamo

|BD'|* = |D'E|* + |BE|* =2 - |D'E| - |BE| cos a.



Uvrstavanjem |BD'| = a/3 te izraza za |D'E|, | BE|, nakon sredivanja, imamo

V(a2 +22)(a® + (a — 2)?)

CoOsS ¥ =

Iz sina = V1 — cos? a dobivamo

av/2x? — 2ax + 2a>
V(@ +a?)(a + (a = 2)?)
Uvrstavanjem u formulu za povrsinu paralelograma dobivamo P = av/222 — 2ax + 2a2.
—(—2
Buducdi da je pod korijenom kvadratna funkcija, ona poprima minimum za x = % = g
a?v/6
5

Trazeni kut je < DBD’'. Duljine stranica pravokutnog trokuta DBD’ su |DD'| = a,
|BD| = aV/2i |BD'| = a/3 pa je

sino =

1 on iznosi Py, =

Napomena. Moze se izracunati cos ¢ i pomocu formule

COS Y = = =
7 Pmin (1,2 \/6

Papep a? @
3




